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第 1章

グラフ理論と確率論の基礎
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第 2章

ホフマン限界

組合せ論の問題は、しばしばグラフの独立数を評価する問題として記述できる。
ホフマン限界はグラフの固有値から独立数の上界を与える。本章では基本的な隣接
行列のホフマン限界から出発して、それの測度版やハイパーグラフへの拡張を紹介
し、極値組合せ論の問題へ応用する。

2.1 独立数とホフマン限界

グラフ G = (V,E) に対して、頂点の部分集合 U ⊂ V が独立集合であるとは、
U のどの 2頂点も隣接しないことである。独立集合の最大サイズを独立数といい、
α(G)であらわす。ホフマン限界 (Hoffman’s ratio bound)は隣接行列の固有値を
用いて独立数の上界を与えるものである。

定理 2.1. Gは n頂点 d正則な単純グラフとする。Gの最小固有値を λとすると、
α(G)

n
≤ −λ
d− λ

が成り立つ。

例 2.1. ペテルセングラフは 10 頂点 3 正則グラフで、その固有値は 3, 1,−2, 対
応する重複度は 1, 5, 4 である。ホフマン限界 −(−2)·10

3−(−2) = 4 は、独立数と一致す
る。

定理 2.1の証明. Gの隣接行列 Aの (i, j)成分は頂点 iと j が隣接すれば 1, そう
でなければ 0と定義された。Aは対称行列だから重複度も込めて n個の固有値を
もつ。Gは d正則だから Aの行和はどの行でも dであり、

A1 = d1 (2.1)
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が成り立つ。Gにループがないことから対角成分はすべて 0であり、固有値の和も
0となるから、最小固有値 λは負であることがわかる。
行列 B を B = A− λI と定める。B の固有値はすべて非負だから、これは半正
定値行列である。独立集合 U のサイズを αとし、U の特性ベクトルを uとする。
さらに w = u − α

n1とおく。B が半正定値であることから wTBw ≥ 0が成り立
つ。この左辺を展開してまとめ直すと目標の不等式が得られる。その際、uが独立
集合の特性ベクトルであることから

uTAu =
∑
i,j

(A)i,juiuj = 0 (2.2)

が成り立つこと、および u · u = u · 1 = α, 1 · 1 = nを用いる。

この証明は Godsil と Newman[1] による。この定理の歴史的経緯については
Haemersによる [2]が詳しい。
ホフマン限界を基本的な形で述べたが、その証明では (2.1)と (2.2)が重要であっ
た。実はこの二つの条件をみたすように隣接行列を拡張できる。そこで n 次対称
行列 Aが n頂点単純グラフの擬隣接行列であるとは、頂点 iと j が非隣接ならば
(A)i,j = 0であり、行和が正の定数 dであること、と定めよう。この擬隣接行列に
ついても定理 2.1は成り立つ。通常の隣接行列では隣接ペアの値は 1であるが、擬
隣接行列では 1以外の値を割り当ててよい。一般に隣接行列のホフマン限界は独立
数に一致するとは限らない。そのような場合でも、うまく擬隣接行列を構成すると
ホフマン限界が独立数に一致することがある。Wilsonによる Erdős–Ko–Radoの
定理の証明 [3]はそのような例である。

2.2 ホフマン限界の測度版

グラフ理論の問題は、与えられた条件をみたす頂点や辺の個数を数える問題に帰
着されることがある。その場合、単に個数を数えるかわりに、頂点や辺に重みをつ
けてその和を考えることが有効なこともある。
グラフの独立数は独立集合の頂点数であったが、これを拡張して各頂点に重みを
与え、独立集合の重みの最大値を評価しよう。これは極値集合論に直接の応用があ
り、またホフマン限界をハイパーグラフに拡張する土台となる。以下の定式化は
Filmus, Golubev, Lifshitz[4]による。
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2.2.1 重みグラフ
重みグラフG = (V, µ2)を定義する。まず、µ2 : V ×V → Rは対称な測度、すな
わち、任意の x, y ∈ V について µ2(x, y) = µ2(y, x)で、

∑
x∈V

∑
y∈V µ2(x, y) = 1

をみたすとする。次に µ2 の周辺測度 µ1 を µ1(x) :=
∑

y∈V µ2(x, y)と定義し、こ
れが µ1 > 0, つまり任意の x ∈ V について µ1(x) > 0をみたすとする。このよう
に µ2 が対称な測度で、その周辺測度が µ1 > 0であるとき、G = (V, µ2)を重みグ
ラフという。
µ2(x, y) は頂点 x から y への有向辺の重みをあらわし、µ1(x) は x の次数に相
当する。µ2 が対称であることから実質的には無向グラフを考えている。ただし
µ2(x, y) は負でもよいし、µ2(x, x) は非零でもよい（ループがあってもよい）。定
義から∑

x∈V µ1(x) =
∑

x∈V

∑
y∈V µ2(x, y) = 1が成り立つ。

例 2.2. G0 = (V,E)が通常の単純グラフのとき、µ2 を

µ2(x, y) :=

{
1/(2|E|) x ∼ y のとき,
0 その他

と定めると、周辺測度 µ1(x)は xの次数で、G = (V, µ2)は重みグラフである。

2.2.2 重みグラフの隣接行列
重みグラフ G = (V, µ2)の隣接行列 T を

(T )x,y :=
µ2(x, y)

µ1(x)

と定める。このとき (2.1)と同様に

T1 = 1 (2.3)

が成り立つ。実際、(T1)x =
∑

y∈V
µ2(x,y)
µ1(x)

= 1 である。一般には T は対称行列
ではないが、以下に述べるように適切な内積を導入することで自己共役作用素とな
り、その固有値から定理 2.1を含むホフマン限界が得られる。
重みグラフ G = (V, µ2)の隣接行列 T を調べるために、µ1 に関する内積を

⟨f, g⟩µ1
:=

∑
x∈V

µ1(x)f(x)g(x)
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と定義する。このとき ⟨f, g⟩µ1
= ⟨g, f⟩µ1

であり、⟨1,1⟩µ1
=

∑
x µ1(x) = 1と規

格化されている。この内積に関して T は自己共役作用素、すなわち

⟨f, Tg⟩µ1
= ⟨f, Tg⟩µ1

が成り立つ。これを確かめるため V 上の実数値関数 f, g : V → Rに対して、

Eµ2 [f, g] :=
∑
x∈V

∑
y∈V

µ2(x, y)f(x)g(y)

と定めると、µ2 が対称なことから Eµ2 [f, g] = Eµ2 [g, f ]である。そこで

⟨f, Tg⟩µ1
= Eµ2 [f, g] (2.4)

が示せれば、

⟨f, Tg⟩µ1
= Eµ2

[f, g] = Eµ2
[g, f ] = ⟨g, Tf⟩µ1

= ⟨Tf, g⟩µ1

から T が自己共役作用素であることがわかる。さて (2.4)であるが、

(Tg)(x) =
∑
y∈V

(T )x,yg(y) =
∑
y∈V

µ2(x, y)

µ1(x)
g(y)

を用いると、

⟨f, Tg⟩µ1
=

∑
x∈V

f(x)(Tg)(x)µ1(x)

=
∑
x∈V

f(x)
∑
y∈V

µ2(x, y)

µ1(x)
g(y)µ1(x)

=
∑
x∈V

∑
y∈V

f(x)g(y)µ2(x, y) = Eµ2
[f, g]

からしたがう。

2.2.3 重みグラフにおける頂点部分集合の測度
重みグラフ G = (V, µ2)において、部分集合 U ⊂ V の測度を定めよう。まず一
般に f : V → Rに対して

Eµ1
[f ] :=

∑
x∈V

µ1(x)f(x)
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とおく。部分集合 U の特性関数を 1U : V → {0, 1}とする。これを |V |次元ベク
トルとみなすこともある。U の測度を Eµ1

[1U ] と定義する。これは二通りの内積
表示をもつ。すなわち

Eµ1
[1U ] = ⟨1U ,1⟩µ1

= ⟨1U ,1U ⟩µ1
(2.5)

である。次にこれらの内積を隣接行列の固有値であらわそう。
G の隣接行列を T とすると、これは自己共役作用素だから N := |V | 個の実
固有値をもつ。(2.3) も考慮してこれらを λ0 = 1, λ1, . . . , λN−1 とおき、G の固
有値とよぶ。対応する固有ベクトルを内積 ⟨ , ⟩µ1

に関する正規直交基底にとり、
v0 = 1,v1, . . . , vN−1 とする。この基底で 1U を

1U =

N−1∑
i=0

ϕ̂ivi (2.6)

とフーリエ展開すると、フーリエ係数は ϕ̂i = ⟨1U ,vi⟩µ1
で与えられる。この展開

表示を用いると

⟨1U ,1⟩µ1
=

〈∑
i≥0

ϕ̂ivi,v0

〉
µ1

= ϕ̂0,

⟨1U ,1U ⟩µ1
=

〈∑
i≥0

ϕ̂ivi,
∑
i≥0

ϕ̂ivi

〉
µ1

=
∑
i≥0

ϕ̂2i = ϕ̂20 +
∑
i≥1

ϕ̂2i

を得る。これと (2.5)から

Eµ1 [1U ] = ϕ̂0 = ϕ̂20 +
∑
i≥1

ϕ̂2i (2.7)

がしたがう。特に ϕ̂0 ≥ 0である。

2.2.4 重みグラフのホフマン限界
ここまでの準備をもとに定理 2.1の測度版を示そう。重みグラフ G = (V, µ2)に
おいて、U ⊂ V が独立集合であるとは、任意の x, y ∈ U について µ2(x, y) = 0で
あることと定義する。

定理 2.2. 重みグラフ G = (V, µ2)の最小固有値を λとおく。µ1 を µ2 の周辺測度
とし、U ⊂ V を独立集合、1U をその特性関数とすると、

Eµ1
[1U ] ≤

−λ
1− λ



10 第 2 章 ホフマン限界

が成り立つ。

証明. 独立集合 U の特性関数を 1U とかく。(2.2)と同様に

Eµ2 [1U ,1U ] =
∑
x∈V

∑
y∈V

1U (x)1U (y)µ2(x, y) =
∑
x∈V

∑
y∈V

µ2(x, y) = 0 (2.8)

である。一方、(2.4)により

Eµ2 [1U ,1U ] = ⟨1U , T1U ⟩µ1

とあらわせる。この右辺を計算するために 1U を (2.6)のように展開する。このと
き T1U = T

∑
i≥0 ϕ̂ivi =

∑
i≥0 ϕ̂iλivi より

⟨1U , T1U ⟩µ1
=

〈
ϕ̂ivi,

∑
i≥0

ϕ̂iλivi

〉
µ1

= ϕ̂20 +
∑
i≥1

ϕ̂2iλi ≥ ϕ̂20 + λ
∑
i≥1

ϕ̂2i

である。(2.7)から∑
i≥1 ϕ̂

2
i = ϕ̂0 − ϕ̂20 と ϕ̂0 = Eµ1

[1U ]に注意すると

Eµ2
[1U ,1U ] ≥ Eµ1

[1U ]
2 + λ

(
Eµ1

[1U ]− Eµ1
[1U ]

2
)

(2.9)

である。これと (2.8)から目標の不等式がしたがう。

(2.8) が成り立つのは U が独立集合であるからだが、(2.9) は任意の部分集合
U ⊂ V で成り立つ。この観察は次節において役に立つ。
単純グラフを例 2.2のように重みグラフにして定理 2.2を適用すると定理 2.1が
得られる。この意味で定理 2.2は定理 2.1の拡張になっている。次節では定理 2.2

がハイパーグラフの場合にも一般化できることを紹介する。

2.3 ハイパーグラフのホフマン限界

2.3.1 核となるアイデア
この節では 3グラフのホフマン限界を扱う。V 上の 3グラフは、(V3)の部分集合
とみなすことが多いが、ここでは V × V × V の部分集合を考える。なおこの節の
結果を一般の k グラフに拡張することは、記号が煩雑になるだけで難しくはない。
グラフの固有値は隣接行列から定まったが、3グラフH においてこれに対応する
ものは何だろうか。グラフの場合、頂点 iと j が隣接するかどうか、つまり {i, j}
が辺であるかどうかによって、2 次元の表の (i, j) の位置に対応する値（0 または
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1）を書き込んだものが通常の隣接行列であった。これを素朴に拡張すると、3 グ
ラフの場合には、頂点 i, j, k に対してこの 3 点が辺 (hyperedge) であるかどうか
によって 3次元の箱 T の (i, j, k) ∈ V × V × V の位置に、対応する値 ti,j,k を書
き込んだものを扱うことになるだろう。これはこのままでは行列ではないが、この
箱を |V |段の行列を x軸方向に積み上げたものと考えよう。つまり i段目の行列は
Ti = {ti,j,k : (j, k) ∈ V × V }である。これを隣接行列にもつグラフ Gi は、頂点
j, k が {i, j, k} が G の辺であるときに隣接する。また∑

i Ti を隣接行列にもつグ
ラフ Gは、頂点 k, j がこの 2点を含む Gの辺の個数だけ重みをつけた辺であると
解釈できる。グラフ Gi たちおよび G は 3 グラフ H の構造を反映しているから、
これらのグラフの固有値から H の独立集合の大きさを評価できるだろう。これが
Filmusらによるホフマン限界 [4]の基本アイデアである。

2.3.2 重み 3グラフと独立集合
重み 3 グラフ H = (V, µ3) を定義しよう。このため µ3 : V × V × V → R
は対称な測度、すなわち µ3(x, y, z) は x, y, z の並べ替えで同じ値をとり、∑

x∈V

∑
y∈V

∑
z∈V µ3(x, y, z) = 1 であるとする。µ3 の周辺測度 µ2 を

µ2(x, y) :=
∑

z∈V µ3(x, y, z) と定めると、これは対称な測度である。さら
に µ2 > 0 であるとき、H = (V, µ3) を重み 3 グラフという。このとき
µ1(x) :=

∑
y∈V µ2(x, y)は対称な測度で µ1 > 0をみたす。したがって H が重み

3グラフならば、G = (V, µ2)は重みグラフである。
重み 3 グラフ H = (V, µ3) において、U ⊂ V が独立集合であるとは任意
の x, y, z ∈ U について µ3(x, y, z) = 0 をみたすことである。このとき U は
G = (V, µ2)の独立集合になるとは限らないことに注意する。したがって (2.8)と
は違って Eµ2

[1U ,1U ] > 0かもしれない。しかし (2.9)は U が Gにおいて独立か
どうかにかかわらず成り立つ。そこで Eµ2

[1U ,1U ]を上から押さえたい。このため
にリンクグラフを導入する。

2.3.3 リンクグラフと 3グラフのホフマン限界
重み 3グラフ H = (V, µ3)の頂点 xにおけるリンクグラフ Gx = (V, µ2,x)を定
義しよう。このため

µ2,x(y, z) :=
µ3(x, y, z)

µ1(x)
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と定める。このとき

µ1,x(y) :=
∑
z∈V

µ2,x(y, z) =
∑
z∈V

µ3(x, y, z)

µ1(x)
=
µ2(x, y)

µ1(x)
> 0

より µ1,x > 0だから、Gx は重みグラフである。
ここで H の独立集合 U ⊂ V をとる。もし x ∈ U ならば U は Gx においては独
立集合である。実際、y, z ∈ U ならば µ2,x(y, z) =

µ3(x,y,z)
µ1(x)

= 0である。したがっ
て x ∈ U ならば Gx に定理 2.2が適用できて

Eµ1,x[1U ] ≤
−λx
1− λx

が成り立つ。ただし λxはGxの最小固有値である。この評価を用いて Eµ2
[1U ,1U ]

を上から押さえることができる。すなわち

Eµ2 [1U ,1U ] =
∑
x∈V

∑
y

1U (x)1U (y)µ2(x, y)

=
∑
x∈V

1U (x)µ1(x)
∑
y∈V

1U (y)
µ2(x, y)

µ1(x)

=
∑
x∈V

1U (x)µ1(x)
∑
y∈V

1U (y)µ1,x(y)

=
∑
x∈V

1U (x)µ1(x)Eµ1,x[1U ]

≤ Eµ1
[1U ]max

x∈V
Eµ1,x[1U ]

≤ Eµ1
[1U ]max

x∈V

−λx
1− λx

,

さらに λ′ = minx∈V λx とおけば

Eµ2 [1U ,1U ] ≤ Eµ1 [1U ]
−λ′

1− λ′
(2.10)

である。(2.9)と (2.10)から直ちに次の結果がしたがう。

定理 2.3 (Filmus–Golubev–Lifshitz). 重み 3 グラフ H = (V, µ3) から得られ
る G = (V, µ2) の最小固有値を λ, Gx = (V, µ2,x) の最小固有値を λx とし、
λ′ = minx∈V λx とおく。また U ⊂ V を H の独立集合、1U をその特性関数とす
る。このとき

Eµ1 [1U ] ≤ 1− 1

(1− λ)(1− λ′)

が成り立つ。
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2.4 極値集合論への応用

2.4.1 Erdős–Ko–Radoの定理
部分集合族 F ⊂

(
[n]
k

)は、任意の F, F ′ ∈ F について F ∩F ′ ̸= ∅であるとき交差
族であるという。サイズ最大の交差族はどんなものだろうか。例えば n = 4, k = 2

のとき、(
[4]
2

)を次のように補集合の組に分けてみよう。
{1, 2} {3, 4}
{1, 3} {2, 4}
{1, 4} {2, 3}

もし F ⊂
(
[4]
2

)が交差族ならば、F は各行の部分集合を高々ひとつしか含まない。
ここから |F| ≤ 3がわかる。また各行から任意にひとつずつ部分集合を選ぶと、サ
イズ 3 の交差族が得られる。したがってサイズ 3 の交差族は 8 種類ある。一般に
n = 2k で F ⊂

(
[n]
k

)が交差族ならば、|F| ≤ 1
2

(
n
k

)
=

(
n−1
k−1

)であり、サイズ最大の
交差族は 2(

n−1
k−1) 種類あることが同様の議論からしたがう。

もし n < 2k ならば、(
[n]
k

)自身が交差族である。n ≥ 2k のときは、{
F ∈

(
[n]

k

)
: 1 ∈ F

}
はサイズ (

n−1
k−1

)の交差族である。
定理 2.4 (Erdős–Ko–Rado). n ≥ 2k で F ⊂

(
[n]
k

)が交差族ならば、
|F| ≤

(
n− 1

k − 1

)
(2.11)

である。さらに n > 2k で |F| =
(
n−1
k−1

)ならば、ある i ∈ [n]が存在して

F =

{
F ∈

(
[n]

k

)
: i ∈ F

}
である。

例 2.3. n = 5, k = 2のときに (2.11)をホフマン限界を利用して確かめよう。そ
のため頂点集合 V =

(
[5]
2

)上のグラフ Gを x, y ∈ V に対して

x ∼ y ⇐⇒ x ∩ y = ∅ (2.12)
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と定義する。このとき U ⊂ V が Gの独立集合であることと交差族であることは同
値だから、(2.11)を示すには α(G) ≤

(
4
1

)
= 4をいえばよい。

Gは 10頂点 3正則グラフ（実はペテルセングラフ）である。実際 |V | =
(
5
2

)
= 10

であり、頂点 x の次数は |
(
[5]\x
2

)
| =

(
3
2

)
= 3 である。G の隣接行列を A とおく。

(A2)x,y は xと y の共通近傍のサイズだから、Gの定義により

(A2)x,y =


3 x = y のとき
1 x ̸= y かつ x ̸∼ y のとき
0 x ̸= y かつ x ∼ y のとき

である。したがって

A2 +A− 2I = J (2.13)

が成り立つ。Gは 3正則だから 1は固有値 3の固有ベクトルである。そこで固有
値 λ ̸= 3の固有ベクトル v を 1と直交するようにとると、Av = λv と Jv = 0で
ある。これと (2.13)から λ2 + λ − 2 = 0, すなわち λ = 1,−2を得る。つまり G

の最小固有値は −2で、定理 2.1より α(G) ≤ 4がしたがう。

一般の場合の (2.11)も例 2.3と同様に証明できる。つまり頂点集合 V =
(
[n]
k

)上
のグラフ G を (2.12) で定義して、その独立数をホフマン限界で評価すればよい。
このグラフは Kneserグラフとよばれ、固有値は{

(−1)i
(
n− k − i

k − i

)
: i = 0, 1, . . . , k

}
で、対応する重複度は (

n
i

)
−

(
n

i−1

) である（7 章参照）。特に G は (
n−k
k

) 正則で、
最小固有値は −

(
n−k−1
k−1

)であり、これに定理 2.1を適用すると α(G) ≤
(
n−1
k−1

)が得
られる。
t を正整数とする。部分集合族 F ⊂

(
[n]
k

) は、任意の F, F ′ ∈ F について
|F ∩F ′| ≥ tであるとき t交差族であるという。任意の n ≥ k ≥ tを固定したとき、
サイズ最大の t 交差族は Ahlswede と Khachatrian によって完全に決定されてい
る [5, 6]。特に n > (t+1)(k− t+1)の場合は、最大サイズは (

n−t
k−t

)であり、最大
サイズを達成する t交差族は固定された t点集合を含む k 点集合全体に限られる。
この結果にはWilsonによるホフマン限界を利用する証明 [3]が知られている。そ
の概略は次の通りである。頂点集合 V =

(
[n]
k

)上にグラフ Gを x, y ∈ V に対して

x ∼ y ⇐⇒ |x ∩ y| < t
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と定義する。このグラフの独立集合は t交差族に対応するから α(G) ≤
(
n−t
k−t

)を示
せばよい。しかし通常の（成分が 0, 1の）隣接行列に定理 2.1を適用して目標の不
等式が得られるのは t = 1の場合だけである。そこでWilsonは x ∼ y のとき、隣
接行列の (x, y)成分を |x∩ y|の値に応じて「うまく」調整した擬隣接行列を構成し
た。例えば n = 8, k = 3, t = 2の場合は、行列の (x, y)成分の値を |x ∩ y| = 0の
ときは 1

2 , |x ∩ y| = 1のときは 3
2 と定める。一般の場合のWilsonの行列の定義は

7章で紹介するが、それが Bose–Mesner 代数の行列であることから固有値が計算
できて（実際、行和（最大固有値）は (

n
k

)(
n−t
k−t

)−1 − 1, 最小固有値は −1である）、
定理 2.1 から α(G) ≤

(
n−t
k−t

)が得られる。
n < (t + 1)(k − t + 1)の場合に、Ahlswede–Khachatrian の定理にホフマン限
界、あるいはその拡張による証明を与えることは未解決の問題である。

2.4.2 Erdős–Ko–Radoの定理の測度版
定理 2.4では k 点部分集合の交差族を考えたが、サイズを制限しない部分集合の
交差族を考え、サイズに応じた重みを与えて交差族の大きさを測ることも考えられ
る。そこで正整数 nと実数 0 < p < 1に対して、2[n] 上の測度 µp : 22

[n] → [0, 1]

を集合族 F ⊂ 2[n] に対して

µp(F) =
∑
F∈F

p|F |(1− p)n−|F |

と定める。また F が交差族であるとは、任意の F, F ′ ∈ F について F ∩F ′ ̸= ∅で
あるとき交差族であるという。このとき定理 2.4の測度版として次が成り立つ。

定理 2.5 (測度版 EKR). p ≤ 1
2 で F ⊂ 2[n] が交差族ならば、

µp(F) ≤ p (2.14)

である。さらに p < 1
2 で µp(F) = pならば、ある i ∈ [n]が存在して

F =
{
F ∈ 2[n] : i ∈ F

}
である。

定理 2.4と定理 2.5はよく似ているが、特に (2.11)を |F|/
(
n
k

)
≤ k

n と書き直し
て (2.14) と比べると n

k と p が対応する。これは p と十分大きな n を固定したと
き、µp(

(
[n]
k

)
)は k が pnの付近に集中することを反映している。
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定理 2.5を定理 2.2を利用して証明する Friedgut[7]の手法を紹介する。これは
グラフの積と隣接行列のテンソル積を対応させる手法の典型例である。n = 1の場
合、定理の主張は自明だが、この場合の重みグラフを詳しく調べる。実は n = 1の
場合を処理できれば、一般の場合の重みグラフは容易に構成できて、定理 2.2から
定理 2.5が直ちにしたがう。

定理 2.5の証明. q = 1− pとおく。
まず n = 1の場合である。V = 2[1] = {∅, {1}}上の重みグラフ G = (V, µ2)を

µ2(∅, ∅) = q − p, µ2(∅, {1}) = µ2({1}, ∅) = p, µ2({1}, {1}) = 0

と定義する。このとき µ1(∅) = q, µ1({1}) = pで p, q > 0だから µ2 は確かに重み
グラフを定める。隣接行列 T は (T )x,y = µ2(x,y)

µ1(x)
と定義されるから、c =

√
p/qと

おくと
T =

[
1− c2 c2

1 0

]
である。ただし行、列の並び順は ∅, {1}とする。ここで

C =

[
1 c
1 −1/c

]
, D =

[
1 0
0 −c2

]
, (2.15)

とおくと
TC = CD

が成り立つ。つまり T の固有値は

λ0 = 1, λ1 = −c2 = −p
q

で、対応する固有ベクトルとして C の 1列目、2列目、すなわち

v0 = 1, v1 = [c,−1/c]T

をとれる。この固有ベクトルは内積 ⟨ , ⟩p に関して正規直交基底になっている。特
に最小固有値が λ1 = −p/q であることから、U ⊂ V が Gの独立集合であるとき、
その特性関数 1U は定理 2.2により Eµ1 [1U ] ≤ p/q

1+p/q = pをみたす。（µ2 の定義を
天下りに与えたが、どのように µ2 を見つけたのだろうか。実は、定理 2.2のホフ
マン限界が pとなるような最小固有値 λを求め、1と λが固有値で、1の固有ベク
トルが 1であるような隣接行列 T を reverse engineeringした。これと µp が周辺
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測度 µ1 と一致するように、p1(∅) = q, p1({1}) = pを要請すると µ2 が定まる。つ
まりホフマン限界が正しい値になるように µ2 を逆算したのだ。）
さて U が G の独立集合であることと U が交差族であることは同じであり、
また Eµ1

[1U ] = µp(U) である。つまり U ⊂ 2[1] が交差族ならば µp(U) ≤ p

が示された。なお U が独立集合であるのは U = {{1}} の場合だが、このとき
1U = [0, 1]T = pv0 −

√
pqv1 と表示できる。

次に n = 2 の場合を扱う。V = 2[2] = {∅, {1}, {2}, {1, 2}} 上の重みグラ
フ G2 = (V, µ2) を定義する。このため V (1) = {∅, {1}} とし、n = 1 のとき
構成したグラフを G(1) = (V (1), µ

(1)
2 ) とおく。同様に V (2) = {∅, {2}} とし、

G(2) = (V (2), µ
(2)
2 )とおく。この設定で V = V (1) × V (2), µ2 = µ

(1)
2 µ

(2)
2 , つまり

x, y ∈ V に対して

µ2(x, y) = µ
(1)
2 (x ∩ V (1), y ∩ V (1))µ

(2)
2 (x ∩ V (2), y ∩ V (2))

と定める。このようにして得られる G2 を G(1) × G(2) とかく。このとき µ1 =

µ
(1)
1 µ

(2)
1 > 0であり、G2 は確かに重みグラフである。具体的には

µ1(∅) = q2, µ1({1}) = µ1({1}) = pq, µ1({1, 2}) = p2

であり、µ1 が µp と一致することがわかる。

毬÷ ｡が
.net
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G(1), G(2) の隣接行列はどちらも n = 1 のときの T であるが、G2 の隣接行列 T2
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はテンソル積 T ⊗ T で与えられる。すなわち

T2 =


(
1− c2

)2
c2(1− c2) c2(1− c2) c4

1− c2 0 c2 0
1− c2 c2 0 0

1 0 0 0


である。また

(T ⊗ T )(C ⊗ C) = (C ⊗ C)(D ⊗D)

であるから、T2 の固有値は D ⊗D の対角成分、つまり

λ∅ = λ20 = 1, λ{1} = λ{2} = λ0λ1 = −p/q, λ{1,2} = λ21 = (p/q)2

で、特に最小固有値は −p/qである。したがって U が G2 の独立集合ならば、定理
2.2により µp(U) ≤ pを得る。ここまでは p ≤ 1

2 の仮定は使っていない（n = 1, 2

の場合は 0 < p < 1で (2.14)が成立する）。また T2 の固有ベクトルは

C ⊗ C =


1 c c c2

1 − 1
c c −1

1 c − 1
c −1

1 − 1
c − 1

c
1
c2


の列ベクトルで与えられる。この列ベクトルを左から v∅, v{1}, v{2}, v{1,2} とお
く。i = 1, 2に対して、v{i} の x成分は、i ∈ xならば −1/c, i ̸∈ xならば cであ
り、成分ごとの積として v{1}v{2} = v{1,2} が成り立つ。さらに U = {{1}, {1, 2}}
は µp(U) = p をみたす独立集合で、1U = [0, 1, 0, 1]T = p1 − √

pqv{1} とあらわ
せる。
一般の nの場合はもはや明らかであろう。この場合は重みグラフ Gn = (V, µ2)

をG(1)×· · ·×G(n)として構成する。このとき µ1は µpに一致し、対応する隣接行
列は Tn = T⊗nで、固有値はD⊗nの対角成分、固有ベクトルは C⊗nの列ベクトル
で与えられる。特に x ∈ 2[n] に対応する固有値は λx = (−p/q)|x| だから、|x| = 1

のときに最小固有値 λ = −p/q をとる。したがって定理 2.2により、U ⊂ V が交
差族ならば µp(U) ≤ p が成り立つ。ここで p ≤ 1

2 の仮定が使われたことに注意し
よう。さらに p < 1

2 ならば、最小固有値 λ = λx は |x| = 1のときにのみ与えられ
る。なお xに対応する固有ベクトルは C⊗n の xの列 vx であるが、列ベクトルは

∅, {1}, {2}, {1, 2}, {3}, {1, 3}, {1, 2, 3}, {4}, . . . (2.16)
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の順に並べられている。このとき vx =
∏

i∈x v{i} であり、U = {x ∈ 2[n] : i ∈ x}
は µp(U) = pをみたす独立集合で 1U = p1−√

pqv{i} が成り立つ。
最後に極値構造を調べるため、µp(U) = p < 1

2 と仮定し、

1U =
∑

x∈2[n]

ψ̂xvx

と展開しよう。定理 2.2で等号が成り立つから (2.9)でも等号が成り立ち、∑
x ̸=∅

ψ̂2
xλx = λ

∑
x ̸=∅

ψ̂2
x

である。ここで p < 1
2 の仮定により、|x| ≥ 2ならば λx は最小固有値ではないた

め、ψ̂x = 0である。さらに v∅ = 1と (2.7)から ψ∅ = pに注意すると

1U = p1+
∑
|x|=1

ψ̂xvx (2.17)

とあらわせる。
まず異なる i, j ∈ 2[n] が存在して、ψ̂{i}, ψ̂{j} がともに非零である場合を扱う。
つまり

1U = p1+ ψ̂{i}v{i} + ψ̂{j}v{j} + · · ·

とかける場合である。このとき ψ2 : V → {0, 1} を ψ2(x) = (1U (x))
2 と定める

と、ψ2 のフーリエ展開には

ψ̂{i}ψ̂{j}v{i}v{j} = ψ̂{i}ψ̂{j}v{i,j}

という項があらわれる。ここで v{i,j} の係数が非零であることに注意する。一方、
1U がブール関数である（値は 0,1のみをとる）ことから、(1U )

2 = 1U である。し
たがって ψ2 = 1U でなければならないが、これは 1U の一意的なフーリエ展開が
(2.17)の形であるという仮定に反する。
そこで (2.17)は、ある i ∈ 2[n] が存在して

1U = p1+ ψ̂{i}v{i}

の形に限定される。このとき i ̸∈ ∅ ̸∈ U , i ∈ [n] ∈ U であるから

(1U )∅ = 0 = p1+ ψ̂{i}c,

(1U )[n] = 1 = p1− ψ̂{i}/c
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が成り立つ。これを解いて、ψ̂{i} = −√
pq, つまり 1U = p1 − √

pqv{i} である。
これは U が iを含む [n]の部分集合全体であることを意味する。

定理 2.5 は t 交差族に拡張できる。すなわち、p ≤ 1
t+1 で F ⊂ 2[n] が t 交差族

ならば、µp(F) ≤ pt が成り立つ。この事実は Ahlswede–Khachatrianの定理から
したがうが、Friedgutは定理 2.5の証明を拡張して、この事実を定理 2.2から導い
た。彼の証明は、Wilsonによる Erdős–Ko–Radoの定理の証明の測度版とみなせ
る。定理 2.5 では n = 1 の場合の隣接行列のテンソル積で一般の場合の隣接行列
が得られたが、t交差族で t ≥ 2の場合にはテンソル積で得られる行列が隣接行列
になるとは限らないため、ここに工夫が必要となる。Friedgut はさらに極値構造
の安定性も示した。すなわち F が t 交差族で µp(F) が pt に「近い」ならば、F
は t点を固定する交差族に「近い」ことを示した。もちろんこのような言明は「近
さ」をきちんと定義しなければ意味がないが、これを数量的に定式化して厳密な議
論が展開できる。この安定性の証明には Kindlerと Safraによるフーリエ解析の深
い結果が用いられる。Friedgutの論文 [7]は背後にあるアイデアが詳しく説明され
ている。

2.4.3 3重交差族の Erdős–Ko–Rado

部分集合族 F ⊂
(
[n]
k

) は、任意の F, F ′, F ′′ ∈ F について F ∩ F ′ ∩ F ′′ ̸= ∅ で
あるとき 3 重交差族であるという。このとき F は 2.4.1 節の意味の交差族（これ
を 3重交差族と区別したいときは 2重交差族ともいう）でもあるから、定理 2.5に
より p ≤ 1

2 ならば µp(F) ≤ pである。しかし 3重交差族は 2重交差族より強い条
件をみたすから、定理 2.5 からは得られない結果も期待できるだろう。この違いは
p > 1

2 の場合に生じる。例えば、Fn = {F ∈ 2[n] : |F | > n
2 }は 2重交差族である

が、p > 1
2 を固定したとき、limn→∞ µp(Fn) = 1である（大数の法則）。つまり n

が十分大きいと µp(F) > pとなってしまう。しかし 3重交差族の場合は p ≤ 2
3 ま

で測度は pを超えないのである。

定理 2.6 (3重交差族の測度版 EKR). p ≤ 2
3 で F ⊂ 2[n] が 3重交差族ならば、

µp(F) ≤ p (2.18)

である。さらに p < 2
3 で µp(F) = pならば、ある i ∈ [n]が存在して

F =
{
F ∈ 2[n] : i ∈ F

}
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である。

定理 2.2から定理 2.4を証明したのと同様に、定理 2.3から定理 2.5が得られる。
以下にその概略を述べる。

証明. n = 1の場合。V = 2[1] = {∅, {1}}上の重み 3グラフH = (V, µ3)を定義し
よう。記述を簡単にするため、∅を 0, {1}を 1と略記して、例えば µ3(∅, {1}, {1})
を µ3(0, 1, 1)とかく。µ3 : V 3 → Rを

µ3(0, 1, 1) = µ3(1, 0, 1) = µ3(1, 1, 0) =
1

2
p, µ3(0, 0, 0) = 1− 3

2
p,

µ3(1, 0, 0) = µ3(0, 1, 0) = µ3(0, 0, 1) = µ3(1, 1, 1) = 0

と定める。このとき

µ2(1, 1) =
1

2
p, µ2(1, 0) = µ2(0, 1) =

1

2
p, µ2(0, 0) = 1− 3

2
p

より µ2 > 0だから、H = (V, µ3)は確かに重み 3グラフである。また

µ1(1) = p, µ1(0) = q

より µ1 > 0だから、G = (V, µ2)は重みグラフである。Gの隣接行列を T , x ∈ V

に対してリンクグラフ Gx の隣接行列を Tx とおくと

T =

[
1− p

2q
p
2q

1
2

1
2

]
, T∅ =

[
1 0
0 1

]
, T{1} =

[
0 1
1 0

]
である。定理 2.3のように λ, λ′ を定めて計算すると λ = 1− 1

2q , λ
′ = −1である。

したがって U ⊂ V が独立集合ならば、定理 2.3から Eµ1
[1U ] ≤ pを得る。

n ≥ 2の場合に、重み 3グラフ Hn を構成しよう。n = 1のときの V = 2{i} 上
の 3グラフをH(i) とおき、Hn = H(1) ×H(2) × · · ·×H(n) と定める。このとき重
みグラフの隣接行列は T⊗n であり、x ∈ 2[n] に対応するリンクグラフの隣接行列
は Tsn ⊗ · · · ⊗ Ts1 , ただし si = x ∩ {i}である。固有値 λ, λ′ を計算すると n = 1

の場合と同じ結果が得られ（ここに p ≤ 2
3 が必要）、定理 2.3により Eµ1

[1U ] ≤ p

を得る。ここで U が独立集合であることと交差族であることは同じだから、U が
交差族ならば µp(U) ≤ pである。
極値構造の決定は定理 2.4の証明と同様にできる。



22 第 2 章 ホフマン限界

2.4.4 互いに交差する部分空間族とコーシー・シュワルツ法
ここまで扱った交差族は有限集合の部分集合の集まりであったが、交差族はベク
トル空間の部分空間の集まりや対称群の置換の集まりなどにも定義できる。交差族
を調べる組合せ論的手法はいろいろなものがあるが、ホフマン限界の利点のひとつ
は交差族を考える世界を取り替えても同様の枠組みが適用できることだろう。こ
の節ではベクトル空間の部分空間族に交差性を定義し、ホフマン限界とコーシー・
シュワルツ不等式を併用する手法を紹介する。
有限体 Fq 上のベクトル空間 V の k 次元部分空間全体を [

V
k

]
q
, または q を固定

している場合には単に [
V
k

]とかく。k 次元部分空間族 F ⊂
[
V
k

]が t交差族である
とは、任意の F, F ′ ∈ F について dim(F ∩F ′) ≥ tをみたすことである。部分空間
には部分集合にはない構造が入っているため、部分空間の交差族に関する問題は部
分集合のそれよりも扱いやすい場合がある（その逆の場合もある）。特に部分空間
の t交差族の構造は、部分集合族の場合よりもずっと単純である。
正整数 n, k, t を固定し、V を有限体 Fq 上の n次元ベクトル空間、F ⊂

[
V
k

]を
t交差族とする。Frankl とWilson[8]はホフマン限界を用いて次のことを示した。
n > 2k ならば |F| ≤

[
n−t
k−t

]で、等号は F が固定された t次元部分空間を含む k 次
元部分空間全体のときにのみ成立し、2k − t < n < 2k ならば |F| ≤

[
2k−t
k

]で、等
号は F が固定された 2k − t次元部分空間に含まれる k 次元部分空間全体のときに
のみ成立する。彼らは n = 2k ならば |F| ≤

[
n−t
k−t

]
=

[
2k−t
k

] であることも示した
が、等号成立が上に述べた二種類の構造に限られるかどうか決定できなかった。極
値構造がこの二種類のみであることを主張する論文はいくつか出版されたが、正し
い証明は田中 [9]によって得られた。
二つの部分空間族 F1,F2 ⊂

[
V
k

] が互いに t 交差するとは任意の F1 ∈ F1, F2 ∈
F2 について dim(F1 ∩ F2) ≥ t が成り立つことである。Frankl–Wilson の結果
は互いに t 交差する部分空間族に自然に拡張できる。例えば n > 2k ならば、
|F1||F2| ≤

[
n−t
k−t

]2 が成り立つ。このような対象を扱うために、ホフマン限界を拡
張しよう。重みグラフG = (Ω, µ2)に対して、頂点集合の部分集合 U,W ⊂ Ωの対
{U,W}が独立集合対であるとは、任意の u ∈ U と w ∈W に対して µ2(u,w) = 0

が成り立つことである。

定理 2.7. 重みグラフ G = (Ω, µ2)の隣接行列 T の 1以外の固有値のうち、絶対



2.4 極値集合論への応用 23

値最大のものを λとおく。このとき独立集合対 {U,W}について√
Eµ1

[1U ]Eµ1
[1W ] ≤ |λ|

1 + |λ|

が成り立つ。

正整数 n, k が n ≥ 2k をみたすとする。有限体 Fq の n 次元ベクトル空間を
V とし、Ω =

[
V
k

] とおく。Frankl と Wilson は重みグラフ G = (Ω, µ2) で、次
の三条件をみたすものを構成した。(i) x, y ∈ Ω が dim(x ∩ y) ≥ t をみたせば、
µ2(x, y) = 0, (ii) U ⊂ Ω に対して、Eµ1

[1U ] = |U |/
[
n
k

]
, (iii) G の最小固有値

は λ = −1/(
[
n
k

][
n−t
k−t

]−1 − 1) で、1 と λ 以外の固有値の絶対値は −λ より小さ
い。この重みグラフに定理 2.7 を適用すると、n ≥ 2k のとき互いに t 交差する
F1,F2 ⊂

[
V
k

]について |F1||F2| ≤
[
n−t
k−t

]2 を得る。
同様の手法は n ≥ 2k > 2l で F1 ⊂

[
V
k

]と F2 ⊂
[
V
l

]が互いに t交差する場合に
も適用できるが、定理 2.7 からは |F1||F2| の真の上界は得られない。須田と田中
[10]はこの問題を半正定値計画問題として定式化し、その双対問題の最適解を構成
することで、t = 1の場合の真の上界 [

n−1
k−1

][
n−1
l−1

]を得た。t ≥ 2の場合は未解決で
ある。
定理 2.7は古くから知られていたようだが、交差族の問題に陽に用いられたのは
おそらく Ellis–Friedgut–Pilpel の論文 [11]が最初だと思われる。そこでは対称群
における置換の t交差族が研究されている。交差族の部分構造を詳しく調べようと
すると、自然に互いに交差する集合族が出現するのである。

定理 2.7を証明するために、不等式をひとつ準備する。実数 a, b ∈ [0, 1]に対して
√
1− a

√
1− b ≤ 1−

√
ab (2.19)

が成り立つ。実際、相加相乗平均の不等式を二回用いると、

（左辺) ≤ 1

2
((1− a) + (1− b)) = 1− 1

2
(a+ b) ≤（右辺）

を得る。

定理 2.7の証明. U,W の特性関数をそれぞれフーリエ展開して

1U =
∑
x∈V

ϕ̂xvx, 1W =
∑
x∈V

ψ̂xvx
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とおく。ただし v∅ = 1とする。このとき (2.8)と同様に

Eµ2
[1U ,1W ] = 0

である。また x ∈ V に対応する固有値を λx とかくと、

Eµ2 [1U ,1W ] = ⟨1U , T 1W ⟩µ1

=

〈∑
x∈V

ϕ̂xvx,
∑
x∈V

T ψ̂xvx

〉
µ1

= ϕ̂∅ψ̂∅ +
∑
x ̸=∅

ϕ̂xψ̂xλx

である。したがって (2.7)から ϕ̂∅, ψ̂∅ が非負であることに注意すると

ϕ̂∅ψ̂∅ =

∣∣∣∣∣∣
∑
x ̸=∅

ϕ̂xψ̂xλx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∑
x ̸=∅

∣∣∣ϕ̂xψ̂xλx

∣∣∣ ≤ |λ|
∑
x ̸=∅

∣∣∣ϕ̂xψ̂x

∣∣∣
を得る。次にコーシー・シュワルツの不等式と (2.7)から

∑
x ̸=∅

∣∣∣ϕ̂xψ̂x

∣∣∣ ≤ √∑
x ̸=∅

ϕ̂2x

√∑
x ̸=∅

ψ̂2
x

=

√
ϕ̂∅ − ϕ̂2∅

√
ψ̂∅ − ψ̂2

∅

=

√
ϕ̂∅ψ̂∅

√
1− ϕ̂∅

√
1− ψ̂∅

であるが、さらに (2.19)を適用すると

ϕ̂∅ψ̂∅ ≤ |λ|
∑
∅̸=∅

∣∣∣ϕ̂∅ψ̂∅

∣∣∣ ≤ |λ|
√
ϕ̂∅ψ̂∅

√
1− ϕ̂∅ψ̂∅,

これを整理して ϕ̂∅ψ̂∅ = Eµ1
[1U ]Eµ1

[1W ] と書き直すと目標の不等式を得る。

2.4.5 2交差属の測度版 Erdős–Ko–Rado

2.2.1節では、重みグラフ G = (V, µ2)を定義するためにまず対称な測度 µ2 を定
め、ここから周辺測度 µ1 と隣接行列 T を導いた。実際の応用では、目的に応じた
µ1 が最初にあり、うまく隣接行列 T を見つけてそこから逆に µ2 を定義すること
が多い。そのような具体例として次の結果を示そう。
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定理 2.8. p ≤ 1
3 で F ⊂ 2[n] が 2交差属ならば、

µp(F) ≤ p2

である。

ここで F0 = {F ∈ 2[n] : [2] ⊂ F} とおけば、これは 2 交差族で µp(F0) = p2

である。また F1 = {F ∈ 2[n] : |F ∩ [4]| ≥ 3} とおくと、これも 2 交差族で
µp(F1) = 4p3(1 − p) + p4 であり、p = 1

3 のとき µp(F0) = µp(F1) = p2 をみた
す。実は定理の不等式で等号をみたす 2交差族は、p < 1

3 ならば F0 と同型なもの
だけ、p = 1

3 ならば F0 または F1 と同型なものだけである。
証明に用いる重みグラフ G = (V, µ2) を V = 2[n] 上に構成しよう。独立集合

U ⊂ V が 2 交差属 F に対応するには x, y ∈ V が |x ∩ y| ≥ 2 をみたすとき
µ2(x, y) = 0であり、µ1(1U ) = µp(F)でなければならない。したがって x ∈ V に
対して

µ1(x) := p|x|(1− p)n−|x| (2.20)

と定める。隣接行列 T には何が要請されるだろうか。(2.3)が成り立つために T の
列和は 1, つまり ∑

y∈V

(T )x,y = 1 (2.21)

が必要である。このとき T が定まった後に、

µ2(x, y) := (T )x,y µ1(x) (2.22)

と定義すると∑
y∈V µ2(x, y) = µ1(x), すなわち µ1 は µ2 の周辺測度となる。さら

に µ2 が対称であるために

(T )x,y µ1(x) = (T )y,x µ1(y) (2.23)

も必要である。これは T が自己共役作用素であることに対応する。
逆に、(2.20)によって µ1 を定めたとき、隣接行列 T が (2.21)と (2.23)をみた
せば、(2.22)によって定まる µ2 は重みグラフ Gを与える。この重みグラフに定理
2.2を適用して定理 2.8を得るには、隣接行列 T がさらに次の二つの条件をみたせ
ばよい。ひとつは、独立集合と 2交差性の対応から

|x ∩ y| ≥ 2ならば (T )x,y = 0 (2.24)
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であること、もうひとつは T の最小固有値 λが
−λ
1− λ

= p2 (2.25)

をみたすことである。結局、定理 2.8 の証明は、隣接行列 T で (2.21), (2.23),

(2.24), (2.25) をみたすものを探す問題に帰着した。

定理 2.8の証明. 上に述べた条件をみたす隣接行列 T を構成する。まず q = 1− p,

c =
√
p/q とおいて、2次行列

A =

[
1− c2 c2

1 0

]
, I =

[
1 0
0 1

]
から

A(i, j) =

{
I i = j のとき
S i ̸= j のとき

と定め、2n 次行列 An, Bn を

An = A⊗n, Bn =
1

n

n∑
j=1

n⊗
i=1

A(i, j)

と定義する。例えば n = 3のとき A3 = S ⊗ S ⊗ S,

B3 =
1

3
(I ⊗ S ⊗ S + S ⊗ I ⊗ S + S ⊗ S ⊗ I)

である。次に実数 an, bn に対して

T = anAn + bnBn

とおく。このとき上で定めた T が (2.21), (2.23), (2.24), (2.25) をみたすように、
うまく an, bn を選びたい。
T の行と列は (2.16)のように順序づけられている。このとき (An)x,y は |x∩y| ≥

1ならば 0, (Bn)x,y は |x ∩ y| ≥ 2ならば 0であり、T は (2.24)をみたす。
ここで (2.15)のようにC,Dを定めCn = C⊗n, Dn = D⊗nとおくと、AC = CD

と IC = CI から

AnCn = CnDn, BnCn = CnQn (2.26)
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を得る。ただし Qn は

D(i, j) =

{
I i = j のとき
D i ̸= j のとき

とおいて
Qn =

1

n

n∑
j=1

n⊗
i=1

D(i, j)

と定めた。
また ∆ =

[ q 0
0 p

]とおくと CT∆C = I であり、∆n = ∆⊗n, In = I⊗n とおくと

CT
n∆nCn = In

が成り立つ。つまり Cn の列ベクトルは内積 ⟨ , ⟩µ1
に関する正規直交基底である。

さらに (2.26)より、この列ベクトルはAnとBnの共通の固有ベクトルで、x ∈ 2[n]

に対応する An, Bn の固有値はそれぞれ(
−p
q

)|x|

および
(
−p
q

)|x| (
1− |x|

pn

)
である。特に Cn の一列目（x = ∅の列）は 1であり、T1 = (an + bn)1を得る。
したがって (2.21)をみたすには

an + bn = 1 (2.27)

が必要である。また T の最小固有値 λは |x| = 1に対応するものだから

λ = an

(
−p
q

)
+ bn

(
−p
q

)(
1− 1

pn

)
であり、これが (2.25)をみたすことと (2.27)とから

bn =
pn

1 + p
, an = 1− bn

を得る。逆に上の an, bn を用いて T = anAn + bnBn と定義すると、T は (2.21),

(2.24), (2.25)をみたす。T が (2.23)をみたすことは (∆nT )
T = ∆nT からしたが

う。

ここで述べた An, Bn を用いて T を構成する方法も Friedgutによるもので、[12]
に書いてあるように t交差族の結果に拡張できる。Friedgutの最初の証明 [7]はこ
れよりやや複雑で、隣接行列を剰余環 R[X]/(Xt = 0)上で構成している。
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第 3章

加法的組合せ論の話題から

本章では、3.1節で加法的数論の基本的対象である和の集合、積の集合に関する
初等的な結果を紹介し、3.2節以降では等差数列に関する問題をフーリエ解析やス
ライスランク法といった手法とともに扱う。

3.1 Szemerédi–Trotterの定理とその応用

3.1.1 点と直線の接続関係
平面上に n 個の点 P = {p1, . . . , pn} と m 本の直線 L = {l1, . . . , lm} があると
き、P と Lの接続関係を

I(P,L) := {(p, l) ∈ P × L : 点 pは直線 l上にある }

と定める。さらに

f(n,m) := max{|I(P,L)| : |P | = n, |L| = m}

とおく。f(n,m)を評価し、それを達成する P,Lを特徴づけることは、組合せ幾何
の基本的な問題である。
(P,L, I)に対応する二部グラフ B = B(P,L, I)を、V (B) = P ⊔ L, E(B) = I

と定める。上の問題はこのグラフの最大サイズ (max |E(B)|) を問う。二直線は
高々 1点でしか交わらないから、二部グラフ B には C4 = K2,2 がない。次の結果
は Kövári–Sós–Turán[1]による。

定理 3.1. 正整数 n, tは n ≥ 2tをみたすとする。n頂点グラフGのサイズが n2−
1
t

以上ならば、GはKt,t を部分グラフとして含む。

証明. グラフ Gについて V (G) = {x1, . . . , xn}, |E(G)| ≥ s := n2−
1
t とする。握
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手補題†1から

2|E| =
n∑

i=1

degG(xi) ≥ 2s (3.1)

である。次に、新たに二部グラフ H を

V (H) := V (G) ⊔
(
V (G)

t

)
,

E(H) := {{x, T} ∈ V (G)×
(
V (G)

t

)
: NG(x) ⊃ T}

と定義する。もし H の (
V (G)

t

) 側の平均次数が t 以上ならば、degH(T ) ≥ t な
る T ∈

(
V (G)

t

) が存在する。このとき y1, . . . , yt ∈ NH(T ) とすると、各 i につい
て NG(yi) ⊃ T であり、yi ̸∈ T だから {y1, . . . , yt} ∩ T = ∅である。したがって
{y1, . . . , yt} ⊔ T が誘導する Gの部分グラフはKt,t を含む。
そこで H の (

V (G)
t

)側の平均次数が t以上であることを示そう。実際、

|E(H)| =
n∑

i=1

degH(xi) =

n∑
i=1

(
degG(xi)

t

)
≥ n

( 1
n

∑n
i=1 degG(xi)

t

)
≥ n

(
2s/n

t

)
≥ t

(
n

t

)
である。ここで、最初の不等式は二項係数の凸性から†2、二番目の不等式は (3.1)

から、最後の不等式は直接計算†3による。したがって平均次数 |E(H)|/
(
n
t

)は t以
上である。

n = |P |, m = |L|の場合に得られる二部グラフは頂点数が n +mで K2,2 を含
まない。そこで上の定理を t = 2で適用して

|I(P,L)| ≤ (n+m)3/2 (3.2)

を得る。
F3
q の一次元部分空間全体を P , 二次元部分空間全体を Lとすると、n := |P | =

q2 + q + 1, m := |L| = q2 + q + 1 である。P を要素を点、L の要素を直線とよ
び、p ∈ P が l ∈ Lの部分空間であるとき、点 pは直線 l上にあると解釈する。こ

†1 グラフの次数和は辺数の 2倍に等しい。
†2 f が凸関数なら 1

n

∑n
i=1 f(ai) ≥ f( 1

n

∑n
i=1 ai)である（Jensen の不等式）。

†3 この節の末尾を見よ。
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のとき、異なる 2点を通る直線が 1本定まり、異なる 2直線は 1点で交わり、一直
線上にない 4点がある†4。さらにどの点も q + 1本の直線が通り、どの直線上にも
q + 1個の点がある。したがって |I(P,L)| = (q + 1)(q2 + q + 1)であり、q → ∞
のとき |I| = Ω(m+ n)3/2 である。
この例からわかるように「二直線は高々一点で交わる」という条件のみを使って
得られる接続関係の最大サイズの評価は（定数倍を除いて）(3.2) が最善である。
しかし「R2 上の」点と直線については評価を改善できる。それが次の定理である。

定理 3.2 (Szemerédi–Trotter[2]). R2 における n個の点の集合 P と、m本の直線
の集合 Lの接続関係は、|I(P,L)| ≤ 4

(
(mn)

2
3 +m+ n

)
をみたす。

例えば、一般の位置にあるm本の直線の集合を Lとし、Lの二直線の交点とし
て得られる点の集合を P とすると、m = |L|, n := |P | =

(
m
2

)
, |I(P,L)| = 2n =

m(m− 1)である。このとき、(3.2)の上界は Θ(m3)であるが、定理 3.2の上界は
Θ(m2)であり、係数を除いて最善であることがわかる。
定理 3.2 の証明はどこかで R2 に特有の性質を利用しなければならない。ここ
ではグラフの平面描画における交差点数を利用する Székely の証明 [3] を紹介す
る。形式的には、グラフ Gを平面上に描くとは、単射 f : V (G) → R2 で任意の辺
e = {x, y} ∈ E(G) について f(x) と f(y) を結ぶ辺上には x, y 以外の頂点がない
ようなものを指定することである。平面上に辺の交差なしに描けるグラフを平面グ
ラフという。二辺が交差するとは、端点以外に共有点を持つことをいう。（グラフ
の頂点ではない）ある点 x を通る辺が r本あるときには、ここに (

r
2

)個の交差があ
ると数える。つまり交差点数を数えるときは重複を考慮する。グラフ Gは平面描
画を指定するごとに交差点の個数が定まるが、あらゆる描画を考えてその個数の最
小値を Gの交差点数とよび、Cr(G)とかく。

補題 3.1. 頂点数 v, 辺数 eの平面グラフ Gは、e ≤ 3v − 6をみたす。

証明. Gは 2連結であると仮定してよい†5。2連結平面グラフの面の境界は閉路で
ある。面の個数を f とすると、オイラーの公式から v + f − e = 2, また f 個の面
の境界の閉路の長さをそれぞれ l1, . . . , lf とすると、2e = l1 + · · · + lf ≥ 3f であ

†4 この構造 (P,L, I)を有限射影平面 PG(2, q)という。
†5 任意の頂点（とその頂点に接続しているすべての辺）を取り除いても連結であるとき、そのグラフは

2連結であるという。Gが 2連結でなければ、平面性を保ったまま辺を加えて 2連結にできる。
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る。この二つの条件から f を消去すると目標の不等式が得られる。

定理 3.3 ([4, 5]). 頂点数 v,辺数 eのグラフGが e ≥ 4vをみたせば、Cr(G) > e3

64v2

が成り立つ。

証明. G の e 本の辺をを 1 本ずつ描いていき、e′ 本目までは辺の交差なしに描け
るが、その後は必ず交差が生じるとしよう。このとき e′ ≤ 3v − 6であり、残りの
e− e′ 本の辺はどれも、はじめの e′ 本と少なくとも一つの交差を持つ。したがって

Cr(G) ≥ e− e′ ≥ e− (3v − 6) > e− 3v

が任意の v 頂点、e辺グラフで成り立ち、任意の Gの部分グラフ H においても

Cr(H) > |E(H)| − 3|V (H)| (3.3)

である。
次に Cr(G) = tとし、この交差点数を実現する Gの平面描画を固定する。Gの
ランダム誘導部分グラフ H を以下の通り構成する。すなわち、Gの各頂点を独立
に確率 pで H の頂点とする。このとき H の頂点数と辺数の期待値はそれぞれ pv,

p2eである。一方、Gの各交差は確率 p4 でH の交差となる。したがってこの平面
描画における H の交差点数の期待値は p4tであるが、この描画は（Gでは最適で
も）H の交差点数を最小化するとは限らないから、E[Cr(H)] ≤ p4tである。(3.3)

が任意の H で成り立つため、E[Cr(H)] > E[|E(H)|]− 3E[|V (H)|]も成り立ち、

p4t > p2e− 3pv

を得る。これが任意の 0 < p ≤ 1 で成り立つから、p = 4v/e を代入†6すると
t > e3

64v2 がしたがう。ただし p = 4v/e ≤ 1 でなければならないが、このために
e ≥ 4v と仮定した。

定理 3.2の Székelyによる証明. R2 上に与えられた P と L に対して、グラフ
G = (V,E)を次のように定義する。頂点集合は V := P とし、二頂点 x, y ∈ V は
この二点が、ある直線 l ∈ L上で隣り合っているとき（つまり線分 xy 上にこの二
点以外の V の頂点がないとき）辺で結ぶ。このとき I := I(P,L)とおくと、

|V | = n, |E| = I −m

†6 t が最大になるように p を選ぶと p = 4.5v/e で、ここから t > 4e3/(243v2) がしたがう。ただし
e ≥ 4.5v が必要となる。
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である。後者を確かめるため、L = {l1, . . . , lm}とし、直線 li 上に E の辺が ei 本
あるとしよう。すると li 上に V の頂点は ei + 1個ある。したがって

I =

m∑
i=1

(ei + 1) = |E|+m.

もし |E| < 4|V |なら、I −m = |E| < 4|V | = 4nから

I < 4n+m (3.4)

である。次に |E| ≥ 4|V |と仮定し、Gの交差点数 Cr(G)を評価しよう。定理 3.3

から次の下界が従う。

Cr(G) >
|E|3

64|V |2
=

(I −m)3

64n2
.

一方、Gの頂点を平面上に好きなように配置し、辺は線分（直線の一部）で描いた
としよう。二本の線分は高々一点で交わるから、この描画によって生じる交差の個
数は高々 (

m
2

)である。このことから次の自明な上界を得る。
Cr(G) ≤

(
m

2

)
<
m2

2
.

上の二つの不等式から (I −m)3 < 32m2n2, すなわち

I < (32)
1
3 (mn)

2
3 +m. (3.5)

結局 (3.4)または (3.5)が成り立つから、例えば

I < (32)
1
3 (mn)

2
3 +m+ 4n < 4

(
(mn)

2
3 +m+ n

)
を得る。

3.1.2 和の集合、積の集合
実数の有限部分集合 A,B ⊂ Rに対して、Aと B の和の集合、積の集合を次の
ように定める。

A+B := {a+ b : a ∈ A, b ∈ B},
A ·B := {ab : a ∈ A, b ∈ B}.
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Aのサイズを固定したとき、例えば |A| = nであるとき、A+Aや A ·Aのサイズ
はどれくらい小さくできるだろうか。Aが等差数列の場合も等比数列の場合も、

min{|A+A|, |A ·A|} = Θ(|A|), max{|A+A|, |A ·A|} = Θ(|A|2)

が成り立つ。Aをうまく選べば、max{|A+A|, |A ·A|}をもっと小さくできるだろ
うか。Erdős と Szemerédi はそうはならないと考えた [6]。すなわち任意の ϵ > 0

に対してある c = c(ϵ)が存在して

max{|A+A|, |A ·A|} ≥ c|A|2−ϵ

というのが彼らの予想である。Elekesは定理 3.2を用いて次の評価を得た。

定理 3.4 (Elekes[7]). ある定数 cが存在して、任意の A ⊂ Rに対して

max{|A+A|, |A ·A|} ≥ c|A| 54

が成り立つ。

証明. 定理 3.2を利用するため、Aから定まる点の集合 P と直線の集合 Lを平面
R2 上に定義しよう。点の集合は

P := {(a, b) : a ∈ A+A, b ∈ A ·A}

と定義する。s := |A + A|, p := |A · A|とおくと |P | = spである。次に直線の集
合を

L := {y = a(x− b) : a, b ∈ A}

と定める。n := |A| とおくと、|L| = Θ(n2) である†7。a, b ∈ A を固定したとき、
方程式 y = a(x − b)で表される Lの直線を l とすると、l 上には少なくとも n個
の P の点がある。実際、

{(b+ c, ac) : c ∈ A} ⊂ P

であり、左辺の n個の点は l 上にある。Lの各直線は n個以上の P の点を通るの
で、接続関係のサイズについて

|I(P,L)| ≥ |A||L| = Θ(n3)

†7 0 ∈ Aならば |L| = (n− 1)n+ 1, 0 ̸∈ Aならば |L| = n2 である。
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が成り立つ。一方、定理 3.2から

|I(P,L)| ≲ (|P ||L|) 2
3 + |P |+ |L|

= Θ
(
(spn2)

2
3 + sp+ n2

)
である†8。この二つの不等式から

n3 ≲ (spn2)
2
3 + sp+ 2n2 (3.6)

を得る。これを用いて
sp ≳ n

5
2 (3.7)

を示そう。すると目標の max{s, p} ≳ n
5
4 が従う。

(3.6)の右辺の三つの項のうち、オーダーが一番大きいのはどれだろうか。いま
n → ∞ の状況を考えていて左辺が n3 だから、右辺三項目の 2n2 は無視できる。
もし二項目の spが最大なら n3 ≲ spだから (3.7) が従う。残ったのは一項目が最
大の場合で、このとき n3 ≲ (spn2)

2
3 から (3.7)を得る。

この節の内容は [8]の 7章、[9]の 8章を参考にした。

定理 3.1の証明の最後の不等式について。目標の不等式は
t−1∏
i=0

2n1−1/t − i

n− i
≥ t

n
(3.8)

と書ける。これは t = 1, 2のとき正しいことを直接確かめられるので、t ≥ 3とする。さ
て a

b
≥ a−1

b−1
と b ≥ a は同値である。a = 2n1−1/t, b = n の場合には b ≥ a は 2 ≤ n1/t

つまり t ≤ log2 n と同値である。このとき (3.8) の左辺は >
(

2n1−1/t−t
n−t

)t
だから、

2n1−1/t−t
n−t > (t/n)1/t すなわち

(2n1−1/t − t)n1/t ≥ t1/t(n− t)

を示せばよい。これは t = 3で正しいので 4 ≤ t ≤ log2 nとし、より強く、

2n ≥ tn1/t + nt1/t (3.9)

を示す。上式右辺の一項目 tn1/t は tの関数として t = log nまで単調減少、その後は単
調増加であり、t = 4 のとき 4n1/4, t = log2 n のとき 2 である。つまり一項目について

†8 定数 C が存在して f(n) ≤ Cg(n)のとき f(n) ≲ g(n)と書くことにする。
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max4≤t≤log2 n tn
1/t ≤ 4n1/4 である。二項目については t1/tn ≤ 41/4n < 1.42nである。

以上のことから (3.9)の右辺は 4n1/4 + 1.42nより小さい。したがって (3.9)は

2n ≥ 4n1/4 + 1.42n

から従うが、これは実際 n ≥ 14で正しい。4 ≤ t ≤ log2 nを仮定していたので n ≥ 16で
成り立てば十分である。
2 ≥ n1/t の場合には (3.8)の左辺は 1より大きい。一方、左辺 t/n ≤ 1/2 < 1なので、
この場合も (3.8)が成り立つ。

3.2 数列の組合せ論
1927年に van der Waerdenは正整数を二つのクラスに分割すると、そのどちらかには
いくらでも長い（つまり項数が任意の有限個の）等差数列があることを示した。これは
Schurによって予想されたものであった。van der Waerdenの証明を拡張して次のことも
示せる。任意の正整数 kと rに対して、十分大きくN をとると、[N ] := {1, 2, . . . , N}の
r 個のクラスへの任意の分割 [N ] = A1 t · · · t Ar において、ある Ai は項数 k の等差数
列を含む。ただし、もとの証明からは「どの」Ai がそのような等差数列を含むかはわから
ない。Erdős と Turán は、一番密度の高いクラスは必ず長い等差数列を含むはずだと考
えた。すなわち、次のことが予想される。任意の k と δ > 0に対して、十分大きく N を
とると、任意の A ⊂ [N ]は |A| ≥ δN ならば k 項からなる等差数列を含む。1936年の彼
らの論文では k = 3の場合の予想が提起された。1952年に Rothはこの予想をフーリエ
解析を利用して示した。Szemerédi は 1969 年に k = 4 の場合を、1974 年に一般の k の
場合を組合せ論的な方法で証明した。これは組合せ論の最も重要な結果の一つである。こ
の結果には、1977年に Furstenberg によって離散力学系のエルゴード理論による証明が
与えられた。さらに 2003 年には Gowers および Rödl らによって、ハイパーグラフの正
則化手法の帰結としてもこの結果が得られた。
Erdősは、逆数の和が発散する自然数の部分集合には、任意の kに対して k項からなる
等差数列が含まれると予想し、1981年の論文ではこの予想の解決に 3000ドルの賞金をつ
け、後に 5000ドルに更新した。逆数の和が発散する部分集合の例として、素数の集合があ
る。2004年に Greenと Taoは、素数のみからなる任意項数の等差数列があることを証明
した。Erdősの予想自体は、k = 3の場合のみが（肯定的に）解決しており、これは 2020

年の Bloomと Sisaskの結果である。さらに 2023年に KellyとMekaは次のことを示し
た。ある定数 β > 0が存在して、A ⊂ [N ]が |A| ≥ N · 2−O(logN)β をみたせば Aは 3項
からなる等差数列を含む。一方、1946年には Behrendによって |A| = N · 2−O(logN)1/2

だが 3項等差数列を含まない A ⊂ [N ]の存在が示されている。
等差数列に関する問題は、[N ]に限らず和が定義できる集合上で考えられる。特に有限
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体 F上の有限次元ベクトル空間に問題を設定することを有限体モデルとよぶ。Fn はアー
ベル群であり、またベクトル空間でもあるが、このような構造を備えることによって、問
題の解析が [N ] における議論より単純になったり、強い結果が得られたりすることがあ
る。そこで以下の節では、フーリエ解析に関する初歩的な準備のあと、まず Fn3 における
3項等差数列の分布を扱い、それをふまえて Rothの定理を証明する。また多項式の手法
であるスライスランク法を紹介し、それを等差数列の問題に応用する。最後に球面の凸性
を利用して、等差数列を含まない大きな集合を構成する Behrendの結果を紹介する。
ここに等差数列に関する形式的な用語をまとめておく。有限アーベル群 Gにおいて、

(a, a+ d, a+ 2d, . . . , a+ (k − 1)d) ∈ Gk

を初項 a, 公差 d, 長さ kの広義等差数列という。公差 d = 0の場合は、自明な等差数列と
いう。単に等差数列というときは、d 6= 0を仮定する。長さ k の（広義）等差数列を（広
義）k-APとも書く。Gに含まれる広義 k-APは、初項と公比で指定されるから、その個
数は |G|2 である。例えば G = F3 のとき、3-APとして、(0, 1, 2)と (0, 2, 1)は区別する。

3.3 有限アーベル群上のフーリエ変換

3.3.1 指標と双対群
この節ではこの章で扱う離散フーリエ解析の準備として形式的な設定をまとめる。関数
解析になじみのある読者は、次節以降の具体例から読み始めて、必要に応じてこの節に
戻って定義を確認されたい。なお、この節では Gは有限アーベル群とし、|G| ≥ 2を仮定
する。
Gにおける群演算は加法+を用いる。具体的にはG = Zn := Z/nZまたはG = Fnp（p
は素数）を想定する。Gの単位元を 0と書く。C× := C \ {0}も複素数の積に関してアー
ベル群であるが、C× において群演算は乗法 ·（または ·を省略）を用いる。C× の単位元
は 1である。Gから C× への写像 χが群準同型であるとき、すなわち、任意の a, b ∈ G

について、
χ(a+ b) = χ(a)χ(b)

であるとき、χ を G の指標という。このとき χ(0) = 1 である。また |G| = N とする
と、任意の a ∈ G は、Na = 0 をみたす。ただし Na は a の N 個の和とする。した
がって 1 = χ(0) = χ(Na) = χ(a)N により、χ(a) は 1 の N 乗根である。群準同型
χ : G → C× を指標と定義したが、それは χ : G → T := {z ∈ C : |z| = 1} に限られる。
特に χ(−a) = χ(a)−1 = χ(a)である（z は z の複素共役を表す）。
Gの指標全体を Ĝと書き、Gの（ポントリャーギン）双対という。χ, ξ ∈ Ĝに対して、
その積 χξ : G→ Tを各 a ∈ Gについて χξ(a) := χ(a)ξ(a)と定めると、Ĝは可換な乗法
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群となる。これを Gの双対群という。Ĝの単位元を χ0 と書く。これは Gの各元に 1を
対応させる指標である。χ0 を自明な指標（単位指標）という。
G上の複素数値関数 f, g : G → Cに対して、その内積 〈f, g〉を平均（期待値）によっ
て導入しよう。このため、まず一般に h : G→ Cに対して

Exh(x) := |G|−1
∑
x∈G

h(x)

とし、さらに
〈f, g〉 := Exf(x)g(x)

と定める。〈f, g〉 = 0であるとき、f と g は直交するという。

補題 3.2. 非自明な指標 χ ∈ Ĝ は Exχ(x) = 0 をみたす。また Ĝ の異なる指標は直交
する。

証明. 非自明な指標 χに対して、χ(a) 6= 1となる a ∈ Gが存在するから、

Exχ(x) = Exχ(x+ a) = Exχ(x)χ(a) = χ(a)Exχ(x),

つまり (1− χ(a))Exχ(x) = 0から Exχ(x) = 0を得る。
次に ξ, η を異なる指標とすると、ξ · η−1 は非自明な指標だから、

0 = Ex(ξ · η−1)(x) = Exξ(x)η(x) = 〈ξ, η〉

がしたがう。

G 上の複素数値関数全体 CG は、f, g ∈ CG と z, w ∈ C について和とスカラー倍を
(f + g)(z) := f(z) + g(z), (wf)(z) := wf(z)と定義することで C上のベクトル空間とな
る。各 a ∈ Gに対して fa ∈ CG を fa(a) := 1, fa(b) := 0 (b 6= a) と定めると、fa たちは
CG の基底をなす。特に CG は |G|次元である。異なる指標は直交するから線形独立であ
り、|Ĝ| ≤ |G|がわかる。さらに「有限アーベル群は巡回群の直積に表せる」という事実を
用いると |Ĝ| = |G|もわかる。実は Gと Ĝは群として同型である†9。特に G = Zn また
は Fnp の場合には、同型写像（のひとつ）G 3 a 7→ χa ∈ Ĝを具体的に書ける。すなわち、

e(x) := exp(2πix)

とおくと、G = Zn の場合は

χa(x) := e(ax/n), (3.10)

†9 G が有限群でない場合は G と Ĝ が同型とは限らない。しかし G が局所コンパクトアーベル群なら
ば、Gと Ĝは同型である（ポントリャーギン双対定理）。
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G = Fnp の場合は
χa(x) := e(a.x/p)

が同型写像を与える。ただし a, x ∈ Fnp に対して a.x :=
∑n

i=1 aixi とする。読者は
(χa ·χb)(x) = χa+b(x)が成り立つことを確かめられたい。この章の議論には必要ないが、
より一般に

G = Zn1 × Zn2 × · · · × Znk

の場合は、a = (a1, . . . , ak) ∈ Gに対応する指標 χa を x = (x1, . . . , xk)に対して

χa(x) := e

(
k∑
i=1

aixi
ni

)

と定義すると、a 7→ χa が G から Ĝ への同型対応を与える。ただし右辺においては、
aixi ∈ Zni の代表元を Zから選び、aixi/ni ∈ Qと考えて和をとる。e(·)の周期が 1で
あるため、この定義は代表元のとり方に依らない。
有限アーベル群 Gとその双対群 Ĝは同型であるため、同型写像 a 7→ χa をひとつ固定
してしばしば Gと Ĝを同一視する。この対応で χa を aと書くこともある。同型写像は
一意には定まらない†10が、この章の議論では Gまたは Ĝ上での平均または和のみを扱う
ため、どの同型写像を固定しているのかは議論に影響しない。

3.3.2 フーリエ変換
関数 f : G→ Cのフーリエ変換 f̂ : Ĝ→ Cを

f̂(χ) := Exf(x)χ(x) = 〈f, χ〉

と定める†11。G = Zn の場合は、ω = e(1/n)とおくと

f̂(χa) = Exf(x)ω−ax,

G = Fnp の場合は、ω = e(1/p)とおくと

f̂(χa) = Exf(x)ω−a.x (3.11)

である。
次に f ∈ CG のノルム ‖f‖を

‖f‖ := 〈f, f〉1/2

†10 これは有限アーベル群の場合で、局所コンパクトアーベル群では自然な同型が定まる。
†11 フーリエ変換の定義にはいくつもの流儀があり、その離散版も著者によって様々 [10, 11, 12, 13,

14, 15, 16, 3] である。ここでは [10] にしたがった。どの定義を採用しても得られる結果はもちろ
ん同じであるが、定義の違いから計算の過程では微妙に異なる表示が現れ、混乱の根源とも揶揄され
る。
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と定める。さらに pノルム ‖f‖p を ‖f‖p := (Ex|f(x)|p)1/p と定める。CG に pノルムを
入れた空間を Lp(G)とかく。Gの指標たちは Lp(G)の正規直交基底をなす。
一方、Ĝ上の複素数値関数 f̂ , ĝ に対しては内積を和によって定める。すなわち〈

f̂ , ĝ
〉
:=
∑
χ∈Ĝ

f̂(χ)ĝ(χ)

と定義する。同様に pノルム ‖f̂‖p を ‖f̂‖p := (
∑

x |f̂(x)|
p)1/p と定める。CĜ に pノル

ムを入れた空間を lp(Ĝ)とかく。二種類の内積およびノルムを同じ記号で表すが、文脈に
よってそれが Lp(G)のものか lp(Ĝ)のものかを区別できるだろう。

補題 3.3. 任意の a ∈ G, a 6= 0に対して、ある指標 ξ ∈ Ĝが存在して ξ(a) 6= 1をみた
す。さらに∑χ∈Ĝ χ(a) = 0が成り立つ。

証明. 前半を背理法で示す。Ĝ = {ξx : x ∈ G} は CG の基底だから、f(a) = 0 かつ
f(0) = 1をみたす f ∈ CG をひとつ選ぶと、zx ∈ Cを係数として f =

∑
x zxξx と表せ

る。背理法のため、任意の x ∈ Gについて ξx(a) = 1と仮定する。一方、ξx は指標だか
ら ξx(0) = 1もみたす。このとき

0 = f(a) =
∑
x

zxξx(a) =
∑
x

zxξx(0) = f(0) = 1

で、矛盾が生じた。そこで ξ(a) 6= 1をみたす ξ ∈ Ĝをとれる。
後半を示そう。Ĝから Ĝへの写像を χ 7→ ξχと定めると、これは全単射である。した
がって

ξ(a)
∑
χ

χ(a) =
∑
χ

ξχ(a) =
∑
χ

χ(a),

つまり (1− ξ(a))
∑

χ χ(a) = 0から∑χ χ(a) = 0を得る。

補題 3.3と指標の性質 χ(0) = 1により、次が成り立つ。

∑
χ∈Ĝ

χ(x) =

{
|Ĝ| = |G| x = 0のとき,
0 x 6= 0のとき. (3.12)

同様に、補題 3.2と自明な指標 χ0 が定数関数 1であることから、次が成り立つ。

Exχ(x) =

{
1 χ = χ0 のとき,
0 χ 6= χ0 のとき.

(3.13)

補題 3.4 (Persevalの等式). f, g ∈ CG は 〈f, g〉 =
〈
f̂ , ĝ
〉
をみたす。
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証明. 定義にしたがって計算すると、〈
f̂ , ĝ
〉
=
∑
χ

f̂(χ)ĝ(χ) =
∑
χ

Exf(x)χ(x)Eyg(y)χ(y)

= ExEyf(x)g(y)
∑
χ

χ(x)χ(y) = ExEyf(x)g(y)
∑
χ

χ(y − x)

を得る。∑χ χ(y − x)は 0または 1で、1となるのは y = xのときだから、〈
f̂ , ĝ
〉
= Exf(x)g(x) = 〈f, g〉 .

補題 3.5 (反転公式). f ∈ CG は f(x) =
∑

χ f̂(χ)χ(x)をみたす。

証明. フーリエ変換の定義と (3.12)から、以下のように計算できる。∑
χ

f̂(χ)χ(x) =
∑
χ

Eyf(y)χ(y)χ(x) =
∑
χ

Eyf(y)χ(x− y)

= Eyf(y)
∑
χ

χ(x− y) = f(x).

3.4 Meshulamの定理
定理 3.5 (Meshulam). A ⊂ Fn3 が |A| ≥ 8 · 3n/nをみたせば、Aは長さ 3の等差数列を
含む。

以下の証明は概ね [11]にしたがった。

証明. A ⊂ Fn3 に含まれる等差数列をフーリエ解析を利用して数えたい。そのため、まずA

を有限アーベル群 G := Fn3 上の関数として表そう。つまり特性関数 1A : Fn3 → {0, 1}を
考えるが、記号を濫用して 1A をAと書く。すなわち x ∈ AならばA(x) = 1, x 6∈ Aなら
ばA(x) = 0である。Aが長さ 3の広義等差数列（以下、広義 3-APとかく）x−d, x, x+d
を含むことは

A(x− d)A(x)A(x+ d) = 1

と表現できる。そこで N := 3n とおき、Aに関する広義 3-APの密度 T (A)を

T (A) := ExEdA(x− d)A(x)A(x+ d) = #(A内の広義 3-APs)/N2 (3.14)

と定める。Aに含まれる広義 3-APの個数は T (A)N2 である。ただしこれは自明な 3-AP

（d = 0の場合）も数えていることに注意する。自明な 3-APは高々 N 個だから、Aが非
自明な 3-APを含むには、T (A)N2 > N つまり

T (A)N > 1 (3.15)
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であればよい†12。
A の G に占める密度を δ := |A|/|G|, さらに A の非自明な最大フーリエ係数を

M := maxχ ̸=χ0 |Â(χ)|とおく。次の補題は一般の有限アーベル群で成り立つ。

補題 3.6. |T (A)− δ3| ≤ δM .

証明. 反転公式（補題 3.5）を用いて T (A)を計算すると

T (A) = ExEd
∑
χ

Â(χ)χ(x− d)
∑
ξ

Â(ξ)ξ(x)
∑
η

Â(η)η(x+ d)

=
∑
χ

∑
ξ

∑
η

Â(χ)Â(ξ)Â(η)ExEdχ(x− d)ξ(x)η(x+ d)

=
∑
χ

∑
ξ

∑
η

Â(χ)Â(ξ)Â(η)Exχ(x)ξ(x)η(x)Edχ(−d)η(d)

=
∑
χ

∑
ξ

∑
η

Â(χ)Â(ξ)Â(η)Exχξη(x)Edχη(d)

を得る。(3.13)により、Exχξη(x)Edχη(d)は 0または 1であるが、1となるのは、χξη = χ0

かつ χη = χ0, すなわち、η = χ, ξ = χ−2 のときである。よって

T (A) =
∑
χ

Â(χ)2Â(χ−2)

と表せる。これと

Â(χ0) = ExA(x)χ0(x) = ExA(x) = |A|/|G| = δ

とから、
T (A) = δ3 +

∑
χ ̸=χ0

Â(χ)2Â(χ−2)

である。また Persevalの等式（補題 3.4）より ‖A‖2 = ‖Â‖2 に注意すると、∑
χ ̸=χ0

|Â(χ)|2 ≤
∑
χ∈Ĝ

|Â(χ)|2 = ‖Â‖2 = ‖A‖2 = Ex|A(x)|2 = Ex|A(x)| =
|A|
|G| = δ

であり、

∣∣T (A)− δ3
∣∣ = ∣∣∣∣∣∑

χ ̸=χ0

Â(χ)2Â(χ−2)

∣∣∣∣∣ ≤ ∑
χ ̸=χ0

|Â(χ)|2M ≤ δM

を得る。

†12 これは G = Fn
3 だけでなく、奇数 N の G = ZN でも正しいが、N が偶数のとき ZN には非自明

だが退化した等差数列があることに注意せよ。補題 3.9 の脚注参照。
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定理を nに関する帰納法で示す。n = 1のときは正しい。実際、F3（|A| = 3の場合）
は 9個の広義 3-APを含み、そのうち 6個は非自明な 3-APである。以下、n ≥ 2とし、
n − 1の場合に定理の主張を仮定する。つまり A′ ⊂ Fn−1

3 が |A′| ≥ 8 · 3n−1/(n − 1)を
みたせば、A′ は非自明な等差数列を含むとする。
M ≤ δ2/2の場合。このとき、定理の仮定 δ ≥ 8/nと補題 3.6とから

T (A) ≥ δ3 − δM ≥ δ3/2 ≥ (8/n)3/2 = 256/n3 > 3−n = 1/N

である。したがって (3.15)が成り立ち、非自明 3-APの存在が示せた。
以下、M > δ2/2とする。|Â(χa)| =M をみたす χa 6= χ0 をとる。ω = e(1/3)とおく
と、(3.11)より

Â(χa) = ExA(x)χa(x) = ExA(x)ω−a.x

である。さらに i ∈ F3 に対して、Ai := {x ∈ A : −a.x = i}, αi := |Ai|/3n−1 とおく。
αi は Fn3 の超平面 −a.x = i における A の相対密度に対応する。この n − 1 次元超平面
H は Fn−1

3 に同型である。さてこの設定で、α0 + α1 + α2 = 3δ および

Â(χa) = Ex
(
|A0|+ |A1|ω + |A2|ω2

)
= (α0 + α1ω + α2ω

2)/3

が成り立つ。後者と |Â(χa)| = M から |α0 + α1ω + α2ω
2| ≥ 3M を得る。βi := αi − δ

とおくと、1 + ω + ω2 = 0を利用して、

β0 + β1 + β2 = 0, |β0|+ |β1|+ |β2| ≥ |β0 + β1ω + β2ω
2| ≥ 3M,

したがって ∑
i∈F3

(βi + |βi|) ≥ 3M である。鳩の巣原理からある i について 2βi =

βi + |βi| > M , つまり αi ≥ δ +M/2 > δ + δ2/4が成り立つ†13。
Ai ⊂ H ∼= Fn−1

3 に帰納法の仮定を適用するには、|Ai| ≥ 8·3n−1

n−1
, つまり αi ≥ 8

n−1
で

あればよい。実際、δ ≥ 8
n
より αi > δ + δ2

4
≥ 8(n+2)

n2 であり、n ≥ 2なら右辺は 8
n−1

以
上である。したがって Ai ⊂ Aの中に非自明 3-APがある。

定理の仮定 |A| ≥ 8 · 3n/n は |A| = Ω(N/ logN) と表せる。この評価は多項式の手法
（スライスランク法）を用いて大幅に改善できること（定理 3.7）を後で示す。
補題 3.6 では T (A) と δ3 の差を評価した。この δ3 はどこから来たのか？ここで

G = Fn3 の各点を確率 δ で独立ランダムに選んで得られる部分集合 B ⊂ Gを考える。|B|
の期待値は δN である。Bに含まれる自明な 3-AP の個数の期待値は δN , 非自明な 3-AP

の個数の期待値は、δN · δ(N − 1) · δ = δ3(N2 −N)である。したがって T (B)の期待値
は δ3 + (δ − δ3)/N で、nが大きい（すなわち N が大きい）ときは、δ3 に近い。この意
味で、補題 3.6は Aと「密度 δ のランダム部分集合」を比較したものであり、その近さは
M = maxχ ̸=χ0 |Â(χ)|で測られる。

†13 M > δ2/2の仮定は最後の不等式にのみ使われた。αi ≥ δ+M/2はM の大小に依らず成り立つ。
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定理の証明の第一の場合は、M が小さい、すなわち Aがランダム部分集合に近い場合
を扱った。この場合、Aにはたくさん（N(256N/n3 − 1)個以上）の広義 3-APがある。
第二の場合は、M が大きい、すなわち Aに何らかの偏りあるいは構造が見いだせる場合
を扱った。この場合、超平面H が存在して、AをH に制限すると密度は δ2/4増加した。
このような「ランダムに近いもの」対「構造をもつもの」に注目する考え方は組合せ論の
基本のひとつである。
定理の証明はアルゴリズムとしても定式化できる。密度 δ(k) の部分集合 A(k) ⊂ Fk3 に

3-APが存在するか調べる手続き Find(A(k), δ(k)) を定義しよう。A(k) の非自明最大フー
リエ係数をM (k) とし、M (k) が小さい場合は 3-APの存在を確認して手続きを終了する。
M (k) が大きい場合は、A(k−1) ⊂ Fk−1

3 で密度 δ(k−1) が δ(k) + (δ(k))2/4より大きいもの
を見つけて、Find(A(k−1), δ(k−1))を再帰的に呼び出す。この手続きを k = n, δ(n) ≥ 8/n

からはじめると、有限回の再帰呼び出しの後に手続きは終了する。なぜなら、再帰のたび
に密度は少なくとも (δ(k))2/4 ≥ (δ(n))2/4 だけ増加するが、密度は 1を超えないからで
ある。この手法を密度増加法という。正則化補題の証明にもこの手法が用いられる。

3.5 Rothの定理
前節では G = Fn3 における 3-AP を扱った。その際、密度 δ の部分集合 A ⊂ Fn3 の非
自明フーリエ係数M に対して、ある超平面 H が存在して A′ = A ∩ H とおくと A′ の
H における密度は δ +M/2 以上となることを用いた。この事実と H ∼= Fn−1

3 であるこ
とが効いて、容易に密度増加法が適用できた。この節では [N ] における 3-AP を扱う。
[N ] は群ではないので、補助的に G = Zn における 3-AP を扱う。この場合も部分集合
A ⊂ Zn の非自明フーリエ係数が大きければ、ある（長い）等差数列 P ⊂ [n]が存在して、
A′ = A ∩ P とおくと A′ の P における密度は Aの初期密度より増加する。しかし Zn と
P の関係は Fn3 と Fn−1

3 ほど単純でないため、密度増加法の適用は技術的にやや込み入っ
た計算を要する。この節の証明は [10]を参考にした。
有限集合X ⊂ Cの直径を diam(X) := max{|x− y| : x, y ∈ X}と定め、θ ∈ Rのとき

diam({e(θx) : x ∈ X})を diam(e(θX))と略記する。

補題 3.7. 任意の ϵ > 0, n ∈ N, θ ∈ Rに対して、n ≥ 330/ϵならば [n]の分割 P1t· · ·tPm
が存在して次の条件をみたす。各 1 ≤ i ≤ m について Pi は等差数列で、|Pi| ≥

√
ϵn/4

かつ diam(e(θPi)) ≤ ϵである。

証明. t := b2
√

πn
ϵ
cとおき、t+ 1個の複素数 e(0), e(θ), . . . , e(tθ)を考える。鳩の巣原理

により、ある 0 ≤ u < v ≤ tが存在して、|e(uθ)−e(vθ)| < 2π/tをみたす。d := v−u ≤ t
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とおくと、|1− e(dθ)| ≤ 2π/tであり、三角不等式から任意の s ∈ Nについて

|1− e(sdθ)| ≤ |1− e(dθ)|+ |e(dθ)− e(2dθ)|+ · · ·+ |e((s− 1)dθ)− e(sdθ)|

= s|1− e(dθ)| ≤ 2πs

t

が成り立つ。ここで s := b ϵt
2π

cと定めると、公差 d, 長さ sの等差数列 P = {d, 2d, . . . , sd}
は diam(e(θP )) ≤ 2πs

t
≤ 2π

t
ϵt
2π

= ϵをみたす。
そこで [n] をまず d 個の公差 d の等差数列 Qj = {j, j + d, j + 2d, . . .} (1 ≤ j ≤ d)

に分割する。次に各 Qj を公差 d を保ったまま長さ s に切り分けたいが、端数を処理す
る場合に、最低でも長さ s

2
を確保したい。これは残りの長さが [s + 1, 2s − 1] の範囲に

なったら、ほぼ等分に切り分けることで実現できる†14。ただし |Qj | ≥ s
2
が必要である

が、これは次のように確かめられる。すなわち、定義により st ≤ ϵt2

2π
≤ ϵ

2π
4πn
ϵ

= 2nで
あり、また |Qj | ≥ n

d
≥ n

t
であるから n

t
≥ s

2
がしたがう。このようにして [n]の等差数列

P1, . . . , Pm への分割が得られる。このとき ϵn ≥ 330ならば |Pi| ≥ s
2
≥

√
ϵn/4が成り立

つ†15。また Pi ⊂ P だから diam(e(θPi)) ≤ diam(e(θP )) ≤ ϵである。

補題 3.8. 任意の 0 < µ < 1と正整数 N ≥ (16/µ)3 をとり、G := ZN とおく。密度 δ の
部分集合 A ⊂ GにおいてM := maxχ ̸=χ0 Â(χ)とする。このときM ≥ µならば、等差
数列 P ⊂ [N ]が存在して、|P | ≥ N1/3 かつ |A ∩ P | ≥ (δ + µ/4)|P |をみたす。

証明. 各 x ∈ G について f(x) = A(x) − δ とおく。フーリエ変換の定義と (3.13) から、
f̂(χ0) = 0, χ 6= χ0 ならば f̂(χ) = Â(x)を確認できる。M = Â(χ) = f̂(χ)をみたす指標
を χr (r ∈ G \ {0})とする。ω = e(1/N)とおくと、(3.10)により χr(x) = ω−rx である。
また補題 3.7を ϵ = µ/2, θ = 1/N として適用する†16と、[N ]の等差数列 P1, . . . , Pm に
よる分割がとれて、各 1 ≤ i ≤ mについて |Pi| ≥

√
µN/4 ≥ N1/3（ここにN ≥ (16/µ)3

を用いた）かつ diam(e(Pi/N)) = diam(ωrPi) ≤ µ/2をみたす。このとき

µN = |f̂(χr)|N = N

∣∣∣∣∣∑
x∈G

f(x)ω−rx

∣∣∣∣∣ ≤
m∑
i=1

∣∣∣∣∣∑
x∈Pi

f(x)ω−rx

∣∣∣∣∣
である。各 i について xi ∈ Pi を固定する。直径に関する仮定から x ∈ Pi ならば
|ω−rx − ω−rxi | ≤ µ/2であり、また A(x)は特性関数だから |f(x)| ≤ 1である。つまり
|f(x)(ω−rx−ω−rxi)| ≤ µ/2である。そこで先の続きを ω−rx = ω−rxi +(ω−rx−ω−rxi)

†14 |Qj | = sq + r (0 < r < s)なら、q − 1個は長さ s, 残り 2個の長さは ⌊ s+r

2
⌋, ⌈ s+r

2
⌉に分ける。

†15 s

2
= 1

2
⌊ ϵ

2π
⌊2

√
πn

ϵ
⌋⌋ > 1

2
( ϵ

2π
(2
√

πn

ϵ
− 1)− 1) ≥ 1

2

√
ϵn

π
− 1

4π
− 1

2
≥

√
ϵn/4.

†16 N ≥ 330/ϵは N ≥ (16/µ)3 = (8/ϵ)3 ≥ 330/ϵからしたがう。
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と分けて評価すると、

µN ≤
m∑
i=1

∣∣∣∣∣∑
x∈Pi

f(x)ω−rxi

∣∣∣∣∣+
m∑
i=1

∣∣∣∣∣∑
x∈Pi

f(x)(ω−rx − ω−rxi)

∣∣∣∣∣
≤

m∑
i=1

∣∣∣∣∣∑
x∈Pi

f(x)

∣∣∣∣∣+ µN

2

を得る。ここで Fi :=
∑

x∈Pi
f(x)とおくと、
m∑
i=1

|Fi| ≥
µN

2
=
µ

2

m∑
i=1

|Pi|

と表せる。両辺に∑m
i=1 Fi =

∑
x∈G(A(x)− δ) = |A| − δ|G| = 0を加えると、

m∑
i=1

(|Fi|+ Fi) ≥
µ

2

m∑
i=1

|Pi|

である。したがって鳩の巣原理から、ある iについて |Fi| + Fi ≥ µ
2
|Pi|が成り立つ。こ

のとき Fi > 0でなければならないから、Fi ≥ µ
4
|Pi|である。これと

Fi =
∑
i∈Pi

f(x) =
∑
i∈Pi

(A(x)− δ) = |A ∩ Pi| − δ|Pi|

とから |A ∩ Pi| ≥ (δ + µ
4
)|Pi|がしたがう。

補題 3.9. N を奇数とし、A ⊂ ZN は長さ 3の等差数列を含まないとする†17。このとき
|A| = O(N/ log logN)が成り立つ。

証明. A ⊂ ZN の密度を δ := |A|/N とおく。δ = Ω(1/ log logN) を仮定して、A は
3-APを含むことを示す。このため、密度 δ の部分集合 A ⊂ ZN に 3-APが存在するか調
べる手続き Find(N,A, δ)を以下で定義しよう。Aに関する広義 3-APの密度を (3.14)で
定めると、補題 3.6 が成り立つ。Aの非自明な最大フーリエ係数をM := maxχ ̸=χ0 Â(χ)

と定める。
M ≤ δ2/2の場合。このとき、補題 3.6から

T (A) ≥ δ3 − δM ≥ δ3/2 = Ω(1/ log logN)3

である。右辺は� 1/N だから (3.15)がみたされ、Aは非自明 3-APを含む†18。この場
合、Find(N,A, δ)は 3-APの存在を報告して終了する。

†17 N = 2mの場合には、公差m, 長さ 3の広義等差数列は (x, x+m,x+ 2m) = (x, x+m,x)の
ように退化してしまう。この状況を避けるため、N を奇数としている。

†18 N が奇数であるため、非自明 3-AP は退化しない。
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M > δ2/2 の場合。このとき、µ := δ2/2 として補題 3.8 を適用すると、等差数列
P ⊂ [N ] が存在して、|P | ≥ N1/3 かつ |A ∩ P | ≥ (δ + δ2/8)|P |をみたす。ただし補題
3.8 の適用には N ≥ (16/µ)3 = 323δ−6 が必要である。次に P を {1, . . . , |P |} にうつす
線形写像を ϕとし、Find(|P |, ϕ(A), |A ∩ P |/|P |)を呼び出す。
この手続きを解析するため、N は十分大きいとし、その評価は後でおこなう。N0 := N ,

A0 := A, δ0 := δとおき、さらにN1 := |P |, A1 := ϕ(A∩P ), δ1 := |A∩P |/|P |とおく。
このとき、

N1 ≥ N
1/3
0 , δ1 ≥ δ0 + δ20/8

が成り立つ。一般に、k = 0, 1, . . . に対して、Find(Nk, Ak, δk)は Ak に 3-AP の存在を
確認して手続きを終了するか、そうでなければ Find(Nk+1, Ak+1, δk+1) を呼び出す。こ
の再帰呼び出しが有限回で終了することを示そう。ここで

Nk+1 ≥ N
1/3
k ≥ N

(1/3)k+1

0 , δk+1 ≥ δk + δ2k/8 ≥ δ0 + δ20/8

に注意する。
したがって Findを 8/δ0 回繰り返すと†19、注目している部分集合の密度は 2δ0 以上に
なる。そこからさらに Findを 8/(2δ0) = 4/δ0 回繰り返すと、密度は 4δ0 以上になる。結
局、この繰り返しの総計は (8/δ0)(1 + 1/2 + 1/4 + · · · ) = 16/δ0 回を超えられない。つ
まり密度の上限が 1であることから、Findの再帰呼び出しは高々有限回しか実行されず、
途中で必ず 3-APの存在が確認されて手続きは終了する。
さてここまでの議論では Findが必要なだけ再帰呼び出しできる、すなわち補題 3.8 が
適用できると仮定した。このためには、K := 16/δ とおいて k ≤ K まで Nk ≥ 323δ−6

k

であればよいが、より強く Nk ≥ 323δ−6 とできる条件を考える。これを保証する N を気
前よく評価しよう。そこで NK ≥ N (1/3)16/δ であることから、N (1/3)16/δ ≥ 323δ−6 であ
れば十分である。logを 2回とると

log logN ≥ 16 log 3

δ
+ log 3 + log log 32 + log 6 + log log

1

δ
,

すなわち log logN = Ω(1/δ), 言い換えれば δ = Ω(1/ log logN) であればよい。これは
定理の仮定 |A| = O(N/ log logN)であった。

ZN の等差数列は [N ]の等差数列とは限らないことに注意しよう。ZN の要素の代表元
を [N ]にとると、例えば、Z5 において (2, 5, 3)は公差 3の等差数列であるが、これは [5]

の等差数列ではない。

定理 3.6 (Roth). 長さ 3の等差数列を含まない A ⊂ [N ]は、|A| = O(N/ log logN)を
みたす。

†19 正確には ⌈8/δ0⌉ 回とすべきだが、煩雑になるだけで議論の本質には関わらないから、整数への丸め
をいちいち表記しない。
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証明. A ⊂ [N ]が長さ 3の等差数列を含まないとする。M := 2N −1とおいて、A ⊂ ZM
とみなしたとき、A が ZM においても 3-AP を含まなければ、補題 3.9 により |A| =
O(M/ log logM) = O(N/ log logN) である。そこで (x, y, z) ∈ A3 が x + z − 2y ≡ 0

(mod M)をみたしたとする。このとき {x, y, z} ⊂ [N ]により、

−M < 1 + 1− 2N ≤ x+ z − 2y ≤ N +N − 2 < M,

すなわち x + z − 2y = 0 であるが、これは A ⊂ [N ] が 3-AP を含まないことに矛盾す
る。

3.6 スライスランク法
この節では多項式の手法であるスライスランク法を導入し、その応用として二つの結果
を紹介する。一つ目は長さ 3の等差数列を含まない Fn3 の部分集合のサイズは (2.76)n を
超えないこと、二つ目は「ひまわり」とよばれる構造を含まない [n]の部分集合族のサイ
ズは (1.9)n を超えないことを主張する。

3.6.1 スライスランクと Taoの補題
対称行列は対角成分に零がなければフルランクである。この事実を「高次元化」するた
めに関数のスライスランクを導入しよう。
有限集合 X と体 F および k 変数関数 f : Xk → F が与えられたとき、f がスライ
ス関数とは、f が一変数関数 a と k − 1 変数関数 b の積で表されることをいう。例えば
f(x1, x2, x3) = a(x1) b(x2, x3) はスライス関数である。どんな関数 f も高々 |X| 個のス
ライス関数の和の形に表示できる。実際、az(x) = δz,x, bz(x2, . . . , xk) = f(z, x2, . . . , xk)

とおけば†20

f(x1, . . . , xk) =
∑
z∈X

az(x1)bz(x2, . . . , xk)

である。そこで f をスライス関数の和の形に表示するために必要なスライス関数の個数の
最小値を f のスライスランクと定義し、sr(f)と書く。つまり、

sr(f) = min
{
r : f =

r∑
i=1

gi, g1, . . . , grはスライス関数
}

である。このとき sr(f) ≤ |X|が成り立つ。

†20 δz,x は z = 1のとき 1, そうでないとき 0と定める。
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補題 3.10 (Tao の補題 [19]). 有限集合 X, 体 F および整数 k ≥ 2 を固定する。関数
f : Xk → Fが「対角条件」

f(x1, . . . , xk) 6= 0 ⇐⇒ x1 = · · · = xk

をみたすならば、sr(f) = |X|である。

証明. k = 2, 3の場合を示す。（後で用いるのは k = 3の場合。一般の場合は k に関する
帰納法で示せるが、実質的に k = 3の場合の証明と同様である。）
k = 2の場合。sr(f) ≥ |X|を示せばよい。r := sr(f)とおくと、ある一変数関数 ai, bi

たちによって
f(x, y) =

r∑
i=1

ai(x)bi(y)

と書ける。ここで F（または Fi）を |X| × |X| 行列で (x, y) 成分が f(x, y)（または
ai(x)bi(y)）であるものとすると

F =

r∑
i=1

Fi

である。Fi は列ベクトル (ai(x))x∈X と行ベクトル (bi(y))y∈X の行列としての積だから、
Fi の行列のランクは 1で、

rankF ≤
r∑
i=1

rank(Fi) = r

である。一方 f は対角条件をみたすから F は対角行列で対角成分は非零であり、|X| =
rankF ≤ r = sr(f)がしたがう。
k = 3の場合。f : X3 → Fが対角条件をみたすとし、r := sr(f)とおく。このとき、あ

る非零関数 ai, bi を用いて

f(x, y, z) =
∑
i∈I

ai(x)bi(y, z) +
∑
j∈J

aj(y)bj(x, z) +
∑
k∈K

ak(z)bk(x, y) (3.16)

と書ける。ただし I t J tK = [r]であり、一般性を失わず I 6= ∅としてよい。
すべての i ∈ I について∑x∈X v(x)ai(x) = 0をみたす関数 v : X → F 全体がなすベ
クトル空間を V とする。この空間は |I|本の |X|変数連立一次方程式で定義されるから、

dimV ≥ |X| − |I| ≥ r − |I| (3.17)

である。ここで v ∈ V を、その台 S = {x ∈ X : v(x) 6= 0}が最大になるようにとる。こ
のとき

|S| ≥ dimV (3.18)
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である。というのも、もし |S| < dimV であれば、すべての x ∈ S で w(x) = 0となるよ
うな非零 w ∈ V がある†21。しかしこのとき v+wは S より真に大きい台を持ち、S の選
び方に反する。
関数 g : S2 → Fを g(y, z) =

∑
x∈X v(x)f(x, y, z)と定義する。この関数のスライスラ

ンクを二通りの方法で評価しよう。まず第一の方法として、g を (3.16)の右辺から計算す
ると、第一項は v(x)の性質により∑

i∈I

(∑
x∈X

v(x)ai(x)

)
bi(y, z) = 0

である。第二項と三項は ∑
j∈J

aj(y)cj(z) +
∑
k∈K

ak(z)ck(y) (3.19)

と書き換えられる。ただし

cj(z) =
∑
x∈X

v(x)bj(x, z) j ∈ J のとき,

ck(y) =
∑
x∈X

v(x)bk(x, y) k ∈ K のとき

とした。したがって g(y, z)は (3.19)の表示をもつ。つまり g は |J | + |K|個のスライス
関数の和で書けるから、

sr(g) ≤ |J |+ |K| = r − |I| (3.20)

を得る。
次に第二の方法として、gが対角条件 g(y, z) 6= 0 ⇐⇒ y = zを満たすことを示そう。実
際、y 6= zならば、f の対角条件から f(x, y, z) = 0であり、g(y, z) =∑x v(x)f(x, y, z) =

0 がしたがう。逆にもし y = z ならば、g(y, y) = ∑x v(x)f(x, y, y) = v(y)f(y, y, y) で
あるが、y ∈ S から v(y) 6= 0, f の仮定から f(y, y, y) 6= 0なので、結局 g(y, y) 6= 0であ
る。そこで k = 2の場合の結果を g に適用して、sr(g) = |S|, これと (3.20), (3.18)から
r − |I| ≥ |S| ≥ dimV を得る。この最後の不等式と (3.17)から、(3.17)の不等号はすべ
て等号でなければならず、|X| = r = sr(f)がしたがう。

3.6.2 長さ 3の等差数列ふたたび
定理 3.7 (Ellenberg–Gijswijt[20]). ある正定数 c < 3が存在して、A ⊂ Fn3 が長さ 3の
等差数列を含まなければ、|A| < cn である。特に c = 2.76ととれる。

†21 dimV = d とし、V の基底を v1, . . . , vd とすると w ∈ V は w =
∑d

i=1 αivi と表せる。任意の
x ∈ S で w(x) = 0 と仮定し、|S| 本の d 変数連立一次方程式∑d

i=1 αivi(x) = 0 (x ∈ S) に注
目しよう。もし |S| < d ならばこの方程式は非自明な解（つまり α1 = · · · = αd = 0 ではない解）
をもち、非零 w が得られる。
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証明. 正定数 cが c < 3をみたす（cの値は後で決める）とし、部分集合 A ⊂ Fn3 が（非
自明な）3-APを含まないと仮定する。|A| < cn を示すには、次の二つの条件を満たす関
数 f : A3 → Fを見つければよい。
(C1) f は対角条件をみたす。
(C2) sr(f) < cn.

このとき、これらの条件と補題 3.10 から |A| = sr(f) < cn がしたがう。Fn3 の元を
x = (x1, . . . , xn)のように表記し、f : A3 → F3 を

f(x, y, z) =

n∏
i=1

(
(xi + yi + zi)

2 − 1
)
. (3.21)

と定める。この f が (C1)と (C2)をみたすことを確かめる。
まず (C1)を示す。x, y, z ∈ Aのとき、x + y + z = 0と x = y = z は同値である†22。
実際、x+ y + z = 0は x+ z = 2y と書き換えられるが、これは (x, y, z)が広義 3-APを
なすことであり、Aの仮定から x = y = z である。これをふまえると

f(x, y, z) 6= 0 ⇐⇒ すべての iについて (xi + yi + zi)
2 6= 1

⇐⇒ すべての iについて xi + yi + zi = 0

⇐⇒ x+ y + z = 0 ⇐⇒ x = y = z,

つまり f は対角条件をみたす。
次に (C2)を確かめる。f をなるべく少ない個数のスライス関数の和に書きたい。f の
定義式 (3.21)の右辺を展開すると、各項は

(係数)× xi11 · · ·xinn × yj11 · · · yjnn × zk11 · · · zknn

の形の単項式で、次数和は i1 + · · ·+ kn ≤ 2nをみたす。つまり平均でみると xに関する
次数 i1 + · · ·+ in は 2n/3以下であり、同じことが y, z についてもいえる。そこで f の単
項式たちのうち xの次数が 2n/3以下のものの和を fx とし、f − fx の単項式で y の次数
が 2n/3以下のものの和を fy とすると、fz := f − fx − fy の単項式の z の次数は 2n/3

以下である。このようにして
f = fx + fy + fz

と表すと、fx は x の次数が 2n/3 以下のスライス関数の和であり（つまり fx =∑
a(x)b(y, z)とみる）、fy と fz も同様である。したがって

sr(f) ≤ sr(fx) + sr(fy) + sr(fz) ≤ 3 sr(fx)

としてよい。以下、fx に現れるスライス関数を評価する。スライス関数の和で fx =∑
a(x)b(y, z)と書いたとき、a(x) = (係数)×xi11 · · ·xinn に現れる (i1, . . . , in)は（j = 1−i

†22 この条件をみたす Aを capまたは cap set という。
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とおくことで）次の集合

I : = {(i1, . . . , in) ∈ {0, 1, 2}n : i1 + · · ·+ in ≤ 2n/3}
= {(j1, . . . , jn) ∈ {−1, 0, 1}n : j1 + · · ·+ jn ≥ n/3}

の要素だから、sr(fx) ≤ |I|である。そこで |I|を上から評価しよう。
独立な確率変数 X1, . . . , Xn は、各 1 ≤ i ≤ nについて Xi ∈ {−1, 0, 1} を等確率でと
るとする。このとき E[Xi] = 0であり、系 5.4からX :=

∑n
i=1Xi とおくと P[X > n

3
] <

e−n/18 が成り立つ。一方、|I| = 3nP[X ≥ n/3]だから、sr(f) ≤ 3|I| < 3(3e−
1
18 )n < cn

となるような c < 3がとれる。
上記の cをもっと詳しく見積もることもできる。このため E[Xi]のかわりに E[zXi ]を
利用する。すなわち、任意の z ≥ 1に対して、マルコフの不等式から

|I| = 3nP[X ≥ n/3] = 3nP[zX ≥ z
n
3 ] ≤ 3nE[zX ]z−

n
3

が成り立つ。ここで E[zXi ] = (z−1 + 1 + z)/3より 3nE[zX ] = (z−1 + 1 + z)n に注意す
ると |I|

1
n ≤ (z−1+1+ z)z−

1
3 を得る。この右辺は、微分して調べると、z = (1+

√
33)/4

のとき最小値 θ := 3
8
(207 + 33

√
33)

1
3 ≈ 2.755をとる。したがって A ⊂ Fn3 が 3-APを含

まなければ、|A| ≤ 3θn である。このとき A2 = {(x, x) : x ∈ A} ⊂ F2n
3 も 3-APを含ま

ないから、|A|2 = |A2| ≤ 3θ2n である。同様に任意の正整数 lに対して |A|l ≤ 3θln, つま
り |A| ≤ 3

1
l θn である。l → ∞として |A| ≤ θn < 2.76n を得る†23。

3.6.3 ひまわり
相異なる部分集合 A,B,C ⊂ [n]が A∩B = B ∩C = C ∩Aをみたすとき、これを（花
びら 3枚の）ひまわりという。

定理 3.8. ある c < 2が存在して、ひまわりを含まない F ⊂ 2[n] は |F| < cn をみたす。
さらに、ある n0 が存在して n ≥ n0 ならば、c = 1.9ととれる。

証明. 以下の証明は Naslund と Sawin[21] による。部分集合 F ⊂ [n] の特性ベクトル
x ∈ {0, 1}n を i ∈ F なら xi = 1, i 6∈ F なら xi = 0と定義する。集合族 F ⊂ 2[n] がひ
まわりを含まないとし、X ⊂ {0, 1}n を F の特性ベクトルの集合とする。各 0 ≤ k ≤ n

について Fk = F ∩
(
[n]
k

)とおき、対応する特性ベクトルの部分集合を Xk ⊂ X とする。
このとき x ∈ Xk ならば

∑
i xi = k である。

ひまわりがないという条件は、Xk において次の条件に翻訳される†24：どんな 3個のベ

†23 この |A| ≤ 3θn から |A| ≤ θn に評価を改善する手順を (tensor) power trick という。
†24 この条件は Xk で正しいが、X では一般には成立しない。ひまわりのない集合族において二つの相
異なる部分集合 A ⫋ B があれば、対応する特性ベクトルを x, y とするとき、w := x+ x+ y はす
べての iで wi ̸= 2である。
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クトル x, y, z ∈ Xk もそれらが同一のベクトルでなければ、w := x + y + z とおくとき
wi = 2となる iがある。そこで関数 fk : X3

k → Rを

fk(x, y, z) =

n∏
i=1

(xi + yi + zi − 2)

と定める。このとき fk は対角条件をみたし、補題 3.10から sr(fk) = |Xk|である。
定理 3.7の証明と同様に fk = fx + fy + fz とし、fx から定まる指数の集合を

I := {(i1, . . . , in) ∈ {0, 1}n : i1 + · · ·+ in ≤ n/3}

とおく。このとき sr(fk) ≤ 3|I| である。独立な確率変数 X1, . . . , Xn は、各 1 ≤ i ≤ n

について Xi ∈ {0, 1} を等確率でとるとし、X :=
∑n

i=1Xi とおく。このとき任意の
0 < z ≤ 1に対して、マルコフの不等式から

|I| = 2nP[X ≤ n/3] = 2nP[zX ≥ z
n
3 ] ≤ 2nE[zX ]z−

n
3 = ((1 + z)z−

1
3 )n

である。右辺は z = 1
2
で最小値 θ := 3/2

2
3 ≈ 1.889をとる。ここから sr(fk) ≤ 3θn, さら

に power trickから sr(fk) ≤ θn を得る。したがって

|F| = |X| =
n∑
k=0

|Xk| = (n+ 1) sr(fk) < (n+ 1)θn

がしたがう。このとき、ある c < 2が存在して |F| < cn が成り立ち、特に n > n0 なら
ば、c = 1.9ととれる。

3.7 長さ 3の等差数列を含まない部分集合の構成
ユークリッド空間における球面は、どんな直線とも高々 2点でしか交わらない。まずこ
の性質を利用して、長さ 3の等差数列を含まない Fn3 の部分集合を構成しよう。Rn の半
径 r（ただし r2 ∈ {0, 1, . . . , 4n}とする）の球面上の格子点で各座標が 0または 1である
ものを

Sr(n) =

{
(x1, . . . , xn) ∈ {0, 1}n :

n∑
i=1

xi = r2

}
⊂ Rn

とおく。x, y, z ∈ Sr(n) が x + z = 2y をみたすならば、球面の凸性から x = y = z で
ある。つまり Rn の部分集合としての Sr(n) は、非自明な 3-AP を含まない。Sr(n) を
Fn3 の部分集合と考えた場合はどうか？ F3 の加法は、R の加法とは異なって 1 + 2 = 0,

2 + 2 = 1であるが、Sr(n)の各座標は 2を含まないため、Sr(n)の二元の加法でこのよ
うなことは生じない。したがって Sr(n) ⊂ Fn においても x + z = 2y ならば x = y = z

であり、Sr(n)は Fn3 の部分集合としても非自明な 3-APを含まない。⋃r Sr(n)に含まれ
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る格子点の総数は 2n であり、半径は 4n+ 1通りあるから、鳩の巣原理により、ある rに
おいて |Sr(n)| ≥ 2n

4n+1
が成り立つ。

事実 3.1. 長さ 3の等差数列を含まない A ⊂ Fn3 で |A| ≥ 2n

4n+1
のものがある†25。

球面の凸性を利用するアイデアは Behrendによるもので、彼は [N ]において 3-APを
含まない大きな部分集合を構成した。

定理 3.9 (Behrend[23]). 長さ 3 の等差数列を含まない部分集合 A ⊂ [N ] で |A| =

N · 2−(2
√

2+o(1))
√

log2 N をみたすものがある。

証明. d,m,N を（後で指定する）十分大きい整数とし、(2m− 1)d ≤ N < (2m+ 1)d と
する。非負整数 r は r2 ≤ d(m − 1)2 をみたすとする。このとき x ∈ [N ]を (2m − 1)進
法で表示し、次の部分集合

Sr(d,m) :=

{
x =

d∑
i=1

xi(2m− 1)i−1 : 0 ≤ xi < m,

d∑
i=1

x2i = r2

}
⊂ [N ]

を考える。Sr(d,m)は (2m− 1)進 d桁、かつどの桁もm未満で、さらに「ノルム」が r

の整数の集合である。m, d, r をうまく選ぶと、この集合が定理の Aの条件をみたすこと
を示す。
まず Sr(d,m) は非自明な 3-AP を含まないことを確かめよう。x, y ∈ Sr(d,m) のと
き、x + y を (2m − 1) 進で計算すると、桁の繰上りが生じない、つまりどの iについて
も xi + yi < 2m− 1である。この性質から、x ∈ Sr(d,m)を (x1, . . . , xd) ∈ Rd に対応さ
せる単射を f とすると、f(x+ y) = f(x) + f(y)が成り立つ。ここで S′ := f(Sr(d,m))

は Rd の半径 r の球面上にある。球面の凸性から、球面上の異なる 3 点は同一直線上
にはない。特に、x′, y′, z′ ∈ S′ が x′ + z′ = 2y′ を満たすならば、x′ = y′ = z′ であ
る。さて、Sr(d,m) に広義 3-AP (x, y, z) があれば、x + z = 2y を満たす。このとき
f(x) + f(z) = f(x + z) = f(2y) = 2f(y)だから、f(x) = f(y) = f(z)であり、f は単
射だから x = y = z である。したがって Sr(d,m)に非自明な 3-APはない。
あとは Sr(d,m)のサイズが大きくなるようにパラメタを調整する。はじめに r を選ぶ。
半径 r は 0 ≤ r2 ≤ d(m − 1)2 を満たすから、半径の種類は高々 d(m − 1)2 + 1である。
また (2m− 1)進 d桁で各桁m未満の整数の総数は、md である。したがって鳩の巣原理
からある r に対して |Sr(d,m)| ≥ md/(d(m − 1)2 + 1) > md−2/d が成り立つ。さらに

†25 Edel[22] の有限射影空間における cap の研究から、A ⊂ Fn
3 で 3-AP を含まず |A| > 2.21n のも

のが存在することが知られている。
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d :=
√

2 log2N とおいて 2m+ 1 > N
1
d を用いると、N が大きいとき

|Sr(d,m)| > md−2

d
>

(N
1
d − 1)d−2

d 2d−2
=
N1− 2

d

d 2d−2

(
1−N− 1

d

)d−2

>
N1− 2

d

d 2d−1

= N
1− 2

d
− log d+(d−1) log 2

log N = N · 2−(2
√
2+o(1))

√
log2 N

を得る。

最近、Elsholtzら [18]は、3-APを含まない [N ]の部分集合でサイズが

N · 2−(2
√

log2(24/7)+o(1))
√

log2 N

のものを構成した。また彼らは、ある定数 c > 1/2が存在して、任意の奇素数 pと十分大
きな nに対して、3-APを含まない Fnp の部分集合でサイズが (cp)n 以上の部分集合の存
在を示した。
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[6] P. Erdős, E. Szemerédi. On sums and products of integers. Studies in Pure Math-

ematics, 1983, 213–218.

[7] G. Elekes. On the number of sums and products. Acta Arith. 81 (1997), 365–367.

[8] L. Guth, Polynomial methods in combinatorics, University Lecture Series, 64,

Amer. Math. Soc., Providence, RI, 2016; MR3495952

[9] T. C. Tao and V. H. Vu, Additive combinatorics, Cambridge Studies in Advanced

Mathematics, 105, Cambridge Univ. Press, Cambridge, 2006; MR2289012

[10] T. Gowers, Introduction to additive combinatorics, https://drive.google.com/

file/d/1ut0mUqSyPMweoxoDTfhXverEONyFgcuO/view
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第 4章

正則化の手法

正則化の手法は組合せ論における最も重要な手法のひとつである。この章ではその出発
点である Szemerédiの正則化補題 [1]とその基本的な応用例を紹介する。グラフの正則化
は、与えられたグラフをランダムグラフのように見る見方を提供する。その見方の下で、
例えば指定された部分構造の個数を評価する数え上げ補題が得られる。この正則化と数え
上げは密接に関連し、どのように正則化すべきかは適用したい問題に依存する。taylored

regularity lemma という言い方もある。つまり正則化の定義や正則化補題の定式化には
一定の自由度がある。この章の記述は Schacht[2]の定式化にしたがう†1。

4.1 正則化補題

4.1.1 正則化補題の定式化と指数の性質
グラフ G = (V,E)において、V の部分集合 U,W が共通部分をもたないとする。この
とき

e(U,W ) = #{{u,w} : u ∈ U, w ∈W}

とおく。つまり e(U,W )は U,W 間の辺の本数である。実数 ϵ > 0と d ≥ 0が与えられた
とき、ペア (U,W )が (ϵ, d)正則とは、任意の A ⊂ U と B ⊂W について∣∣e(A,B)− d|A||B|

∣∣ ≤ ϵ|U ||V |

をみたすことである。さらにペア (A,B)の密度を

d(A,B) =
e(A,B)

|A||B|

と定める。ただし |A||B| = 0のときは d(A,B) = 0とする。ペア (U,W )が (ϵ, d(U,W ))

正則の場合には、これを単に ϵ正則ともいう。

†1 この定式化の利点は、（この章では扱わないが）一般の k グラフ（ハイパーグラフ）への拡張が自然
におこなえることである。
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定理 4.1 (正則化補題). 任意の実数 0 < ϵ < 1
2
と t0 ∈ Nに対して、ある T0 = T0(ϵ, t0) ∈

Nが存在して、任意の n ≥ T0 と n頂点グラフ G = (V,E)に対して、頂点集合の分割
V = V0 t V1 t · · · t Vt (4.1)

が存在して、次をみたす。
(i) |V0| ≤ ϵn, |V1| = · · · = |Vt|.
(ii) t0 ≤ t ≤ T0.

(iii)
(
t
2

)個のペア (Vi, Vj) (1 ≤ i < j ≤ t)のうち、ϵ正則でないペアの個数は高々 ϵt2

である。

頂点集合の分割 (4.1)を P = (V0, V1, . . . , Vt)と表記する。定理の証明のために、分割
P の指数 ind(P)を導入する。

ind(P) :=
1

|V |2
∑

1≤i<j≤t

d(Vi, Vj)
2|Vi||Vj |.

指数には次の性質がある。
(P1) 指数は 1/2を超えない。
(P2) 指数は分割を細分しても減らない。
(P3) 指数は ϵ正則でないペアを細分すると増える。
これらの性質が示されると、ϵ正則でないペアの細分を有限回繰り返して、ついにはすべ
てのペアを ϵ正則にできる。これが定理の証明の基本アイデアである。
上記の (P1)は簡単で、次の計算からわかる。

ind(P) ≤ 1

|V |2
∑

1≤i<j≤t

e(Vi, Vj)
2

|Vi||Vj |
≤ 1

|V |2
∑

1≤i<j≤t

e(Vi, Vj) ≤
|E|
|V |2 ≤ 1

2
.

次に (P2) を示す。まず、分割 P ′ = (W1, . . . ,Ws)が分割 P = (U1, . . . , Ut)の細分であ
るとは、任意の Wj について Wj ⊂ Ui をみたす Ui が存在することをいう。このとき
P ′ ≼ P と表記する。
実数 x1, . . . , xk と非零実数 a1, . . . , ak に対して

x21
a21

+ · · ·+ x2k
a2k

≥ (x1 + · · ·+ xk)
2

a21 + · · ·+ a2k
(4.2)

が成り立つ。これはベクトル x = (x1/a1, . . . , xk/ak) と y = (a1, . . . , ak) にコーシー・
シュワルツの不等式 |x|2|y|2 ≥ (x · y)2 を適用して得られる。

補題 4.1. 二部グラフ G = (U tW,E)と U の分割 U = U1 t U2 に対して、
2∑
i=1

d(Ui,W )2|Ui||W | ≥ d(U,W )2|U ||W |

が成り立つ。
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証明. i = 1, 2 に対して、ei = e(Ui,W ), ui = |Ui|, さらに w = |W | とおくと、
d(Ui,W )2|Ui||W | = e2i /(uiw)である。したがって目標の不等式の左辺は (4.2)より

e21
u1w

+
e22
u2w

≥ (e1 + e2)
2

u1w + u2w
=
e(U, V )2

|U ||W | = d(U,W )2|U ||W |

と評価できる。

この補題を繰り返し適用することで、

U = U1 t · · · t Us, W =W1 t · · · tWt

のときに
s∑
i=1

t∑
j=1

d(Ui,Wj)
2|Ui||Wj | ≥ d(U,W )2|U ||W |

を得る。これは (P2)を意味する。
最後に (P3) を補題 4.2 の形で提示する。分割 P = (U,W ) において、U1 ⊂ U と

W1 ⊂W があって、ペア (U1,W1)の密度が全体の密度 d(U,W )からずれているとしよう。
このずれをパラメタ η によって測る。このとき P を細分して分割 Q = (U1, U2,W1,W2)

を作ると、Qの指数は P の指数より η に応じて増加する。これを次の補題のように定式
化できる。

補題 4.2. 二部グラフ G = (U tW,E)と頂点集合の分割 U = U1 t U2, W = W1 tW2

に対して、実数 η を用いて

e(U1,W1) = d(U, V )|U1||W1|+ η|U ||W | (4.3)

と表したとき、
2∑
i=1

2∑
j=1

d(Ui,Wj)
2|Ui||Wj | ≥ (d(U,W )2 + 4η2)|U ||W |

が成り立つ。

証明. i = 1, 2 に対して、ei,j = e(Ui,Wj), ui = |Ui|, wj = |Wj | とおくと、
d(Ui,Wj)

2|Ui||Wj | = e2i,j/(uiwj)と表せる。さらに d = d(U,W ), u = |U |, w = |W |と
おくと目標の不等式の左辺は次のように評価できる。

e21,1
u1w1

+

(
e21,2
u1w2

+
e22,1
u2w1

+
e22,2
u2w2

)
≥ (du1w1 + ηuw)2

u1w1
+

(e1,2 + e2,1 + e2,2)
2

u1w2 + u2w1 + u2w2
.

(4.4)
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ここで左辺 1 項には (4.3) を、残り 3 項の和には (4.2) を用いた。次に再び (4.3) を
用いて e1,2 + e2,1 + e2,2 = e(U, V ) − e1,1 = duw − (du1w1 + ηuw) を得る。これと
u1w2 + u2w1 + u2w2 = uw − u1w1 より (4.4)の右辺は

(du1w1 + ηuw)2

u1w1
+

(duw − du1w1 − ηuw)2

uw − u1w1
= d2uw + η

u3w3

(uw − u1w1)u1w1
(4.5)

と書き換えられる。最後に 2
√

(uw − u1w1)u1w1 ≤ (uw − u1w1) + u1w1 = uw を (4.5)

の右辺第 2項の分母に用いて、目標の不等式を得る。

4.1.2 正則化補題の証明
0 < ϵ < 1

2
と t0 ≥ 1が与えられたとする。数列 t0, t1, . . .を再帰的に

ti :=

⌈
ti−12

i+ti−1

ϵ

⌉
と定め、T0 := t⌊1/ϵ3⌋ とおく。n ≥ T0 と n頂点グラフ G = (V,E)が与えられたとする。
定理 4.1の条件 (i)–(iii)をみたす分割 P が存在することを示す。
s0 = t0 とし、分割 P0 = (V 0

0 , V
0
1 , . . . , V

0
s0)を |V 0

1 | = · · · = |V 0
s0 | = bn/s0cをみたす

ように（任意に）作る。つまり V を s0 個のサイズが等しい部分集合に分け、残り (V 0
0 )

のサイズを最小にする。このとき t1 ≥ s02
1+s0/ϵ > 2s0/ϵより

|V 0
0 | < s0 ≤ ϵ

2
t1 ≤ ϵ

2
T0 ≤ ϵ

2
n

である。したがって P0 は t = s0 に対して (i), (ii)をみたす。もし (iii)もみたせば P0 が
定理の条件をみたす分割である。そこで P0 は (iii)をみたさないとしよう。
以下、i = 1, 2, . . .の順に分割 Pi = (V i0 , V

i
1 , . . . , V

i
si) を構成したいが、その際、直前の

Pi−1 は次の (i’), (ii’)をみたすことを要請する。（具体的な構成法は後述する。）
(i’) |V i−1

0 | ≤ (1− 2−i)ϵn, |V i−1
1 | = · · · = |V i−1

si−1
|.

(ii’) t0 ≤ si−1 ≤ ti−1.

さらに、Pi は Pi−1 を細分して作りたいが、V i0 は各細分で生じるゴミを回収するため一
般には V i−1

0 ⊂ V i0 となってしまって、この部分が細分の定義をみたさない。そこで形式
的に細分の定義が適用できるように、Pi に対応する分割 Pi·· を定義する。これは Pi に
おいて V i0 をさらに一点集合に分割したものである。すなわち V i0 = {v1, . . . , vm}のとき
Pi·· := ({v1}, . . . , {vm}, V i1 , . . . , V isi)と定める。このとき、Pi は Pi−1

·· ≽ Pi·· をみたすよ
うに構成する。
もし Pi−1 が (i’), (ii’)に加えて次の条件もみたしたとしよう。
(iii’)

(
si−1
2

) 個のペア (Va, Vb) (1 ≤ a < b ≤ si−1) のうち、ϵ 正則でないペアの個数は
高々 ϵsi−1

2 である。



4.1 正則化補題 63

このとき、Pi−1 は (i)–(iii)をみたし、定理が得られる。そこで Pi−1 は (iii’)をみたさな
いとしよう。このとき Pi−1

·· を細分して Pi·· をつくると、実は

ind(Pi··) ≥ ind(Pi−1
·· ) + ϵ3 (4.6)

が成り立つ（ことを後で示す）。しかし (P1)より指数は 1/2を超えないから、i > 1/(2ϵ3)

となることはない。つまり有限回の細分の後に、ある Pi で必ず (iii’)がみたされ、定理が
得られる。
したがって証明を完成させるには、Pi−1 が (i’), (ii’) をみたし (iii’)をみたさないと仮
定して、Pi を (i’), (ii’)（の i− 1を iにかえたもの）をみたすように構成し、(4.6)を示
せばよい。
さて Pi−1 は (iii’)をみたさないから、ϵ正則でないペアがたくさんある。そこで

I = {{a, b} : (V i−1
a , V i−1

b )は ϵ正則でない }

とおくと、

|I| > ϵs2i−1 (4.7)

である。各 {a, b} ∈ I には対応する (Uba, U
a
b ) ∈ V i−1

a × V i−1
b がある。この (Uba, U

a
b )を

（{a, b} ∈ I であることの）witnessという。V i−1
1 に注目して、{1, b} ∈ I となる bが例え

ば 3と 7だったとしよう。このときW b
1 = V i−1

1 \ Ub1 とおくと、witnessesによって次の
分割が得られる。(図)

V i−1
1 = (U3

1 ∩ U7
1 ) t (U3

1 ∩W 7
1 ) t (W 3

1 ∩ U7
1 ) t (W 3

1 ∩W 7
1 ).

これを V i−1
1 のベン図分解とよぼう。一般に V i−1

j に {j, b} ∈ I となる b が k 個あれ
ば、V i−1

j はベン図分解により高々 2k ≤ 2si−1−1 個に分割される。この分割をすべての
1 ≤ j ≤ si−1 におこなうと、V \ V i−1

0 は高々

si−12
si−1−1 ≤ 1

2
ti−12

ti−1 (4.8)

個に分割される。si−12
si−1−1 ≤ 1

2
ti−12

ti−1 個に分割される。これらの分割に V i−1
0 を

加えた V の分割を Qとおく。このとき V i−1
0 をさらに一点ずつに分割して得られる分割

Q·· は Pi−1
·· の細分だから、補題 4.2を用いると

ind(Q··) ≥ ind(Pi−1
·· ) +

1

n2

∑
{a,b}∈I

4η2a,b|V i−1
a ||V i−1

b |

を得る。ただし |ηa,b| > ϵである。そこで上式右辺の二項目は

≥ 1

n2
|I|4ϵ2

(
n− |V i−1

0 |
si−1

)2
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と評価できる。さらに (4.7)と |V i−1
0 | ≤ (1− 2i)ϵn ≤ ϵn ≤ n

2
を用いると

ind(Q··) ≥ ind(Pi−1
·· ) + ϵ3 (4.9)

がしたがう。分割 Q の V i−1
0 以外の部分をサイズが d n

ti
e の部分集合に細分し、こ

のサイズに足りなかった部分をすべて V i−1
0 に加えたものを V i0 として、分割 Pi =

(V i0 , V
i
1 , . . . , V

i
si)をつくる。このとき (4.8)と (4.7)から

|V i0 \ V i−1
0 | ≤ 1

2
ti−12

ti−1

(⌈
n

ti

⌉
− 1

)
≤ ti−12

ti−1n

2ti
≤ 2−(i+1)ϵ

である。これと (i’)から

|V i0 | = |V i−1
0 |+ |V i−1

0 \ V i0 | ≤ (1− 2−i)ϵn+ 2−(i+1)ϵn = (1− 2−(i+1))ϵn

を得る。また |V i1 | = · · · = |V isi |だから、Pi は (i’) と (ii’)（の i − 1 を i にかえたもの）
をみたす。また Pi·· は Q·· の細分だから補題 4.1 より ind(Pi··) ≥ ind(Q··) であり、これ
と (4.9)から (4.6)が成り立つ。これで定理 4.1の証明が完了した。

正整数 t0 と N := d1/ϵeが与えられたとき、数列 ai を a0 := 2t0 , ai := 2ai−1 (i ≥ 1)

と定め、数列 si を si = aNi と定める。このとき ti ≤ si が成り立ち、

si = 22
2
. .

.
2t0

(4.10)

のタワーの高さは Ni+ 1である。T0 = t⌊1/ϵ3⌋ であるから、T0 は (4.10)の形のタワーで
高さが 1/ϵの多項式のもので上から押さえられる。一方、Gowersは T0 の下界も 2べき
のタワーで高さが 1/ϵの関数であることを示した。現在では Foxと Lovászにより T0 の
上界も下界も 2べきのタワーで高さが 1/ϵ2 のオーダーであることがわかっている。

4.2 数え上げ補題と除去補題

4.2.1 数え上げ補題
グラフ F,Gに対して、ϕ : V (F ) → V (G)が準同型写像であるとは、任意の i, j ∈ V (F )

に対して ij ∈ E(F ) ならば ϕ(i)ϕ(j) ∈ E(G) が成り立つことである。G における F の
ラベル付きコピーとは、F の単射準同型 (injective homomorphism) による像のことを
いう。例えば、F = K2, G = K3 のとき、G には F のラベル付きコピーが 6 個あり、
F = G = K3 のときも 6個である。
条件を追加して V (F ) = [l], V (G) = V1 t · · · t Vl であるとき、F から G への単
射準同型 ϕ で各 i ∈ [l] について ϕ(i) ∈ Vi をみたすもの全体を Homl(F,G) とかく。
ϕ ∈ Homl(F,G)を表すとき、記号を濫用して ϕ : F → Gともかく。
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図
Homl(F,G)の元は Gにおける F のラベル付きコピーであるが、さらに頂点の並び順が
制限されていることに注意する。hl(F,G) = |Homl(F,G)|とおく。

定理 4.2. l 頂点グラフ F = ([l], EF ) と l 部グラフ G = (V1 t · · · t Vl, EG), ただし
|V1| = · · · = |Vl| = m, および実数 ϵ > 0 が与えられ、ペア (Vi, Vj) は ij ∈ EF ならば
(ϵ, dij)正則であるとする。このとき∣∣∣∣∣∣hl(F,G)−ml

∏
uw∈EF

duw

∣∣∣∣∣∣ ≤ ϵ|EF |ml (4.11)

が成り立つ。

証明. |EF | に関する帰納法で (4.11) を証明する。|EF | = 1 のとき、EF = {12} として
よい。hl(F,G) = e(V1, V2)m

l−2 だから、(4.11)は∣∣e(V1, V2)m
l−2 − d12|V1||V2|ml−2

∣∣ ≤ ϵ|V1||V2|ml−2

と書け、これは (V1, V2)が (ϵ, d12)正則であることと同値である。
|EF | > 1とし、辺数が |EF |より小さい l頂点グラフから Gへの単射準同型については
定理が成り立つと仮定する。F の辺 abを固定し、F からこの辺を除去した全域部分グラ
フを F ′ とおく。x, y ∈ V (G)に対して、1G(x, y)は xy ∈ E(G)ならば 1, そうでければ
0と定める。ϕ ∈ Homl(F,G)であることと、ϕ ∈ Homl(F

′, G)かつ ϕ(a)ϕ(b) ∈ E(G)は
等価だから、

hl(F,G) =
∑

ϕ∈Homl(F
′,G)

1G(ϕ(a), ϕ(b))

と表せる。d = da,b, H
′ = Homl(F

′, G)とおいて、上式右辺を∑
ϕ∈H′

(
1G(ϕ(a), ϕ(b))− d+ d

)
=
∑
ϕ∈H′

(
1G(ϕ(a), ϕ(b))− d

)
+ d · hl(F ′, G) (4.12)

と書き直す。右辺の二項目を評価するため、hl(F ′, G)に帰納法の仮定を適用して∣∣∣∣∣∣d · hl(F ′, G)−ml
∏

uw∈EF

duw

∣∣∣∣∣∣ = d

∣∣∣∣∣∣hl(F ′, G)−ml
∏

uw∈EF ′

duw

∣∣∣∣∣∣
≤ dϵ|F ′|ml ≤ ϵ|F ′|ml

を得る。つまり (4.12)の第 2項は

d · hl(F ′, G) ≤ dml
∏

uw∈EF ′

duw + ϵ|EF ′ |ml

= ml
∏

uw∈EF

duw + ϵ(|EF | − 1)ml
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と評価できる。したがって (4.11)を示すには∣∣∣∣∣∣
∑
ϕ∈H′

(
1G(ϕ(a), ϕ(b))− d

)∣∣∣∣∣∣ ≤ ϵml

を確かめればよい。F から 2 頂点 a, b を除去した部分グラフを F ∗ とし、H∗ =

Homl(F
∗, G)とおく。ψ∗ ∈ H∗ に対して、H ′(ψ∗) ⊂ H ′ を次の条件をみたす ϕ ∈ H ′ の

集合と定める：すなわち、ϕの定義域を [l] \ {a, b}に制限したものが ψ∗ に一致する。H ′

の準同型を H∗ の準同型で同値類に分けて数えると∣∣∣∣∣∣
∑
ϕ∈H′

(
1G(ϕ(a), ϕ(b))− d

)∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
∑

ψ∗∈H∗

∑
ϕ∈H′(ψ∗)

(
1G(ϕ(a), ϕ(b))− d

)∣∣∣∣∣∣
≤

∑
ψ∗∈H∗

∣∣∣∣∣∣
∑

ϕ∈H′(ψ∗)

(
1G(ϕ(a), ϕ(b))− d

)∣∣∣∣∣∣ (4.13)

である。ここで固定された ψ∗ ∈ H∗ を拡張して得られる ϕ ∈ H ′(ψ∗)においては、ϕ(a)
に次の制限が生じる。すなわち、u ∈ NF ′(a)をみたす各 uについて ϕ(a) ∈ NG(ψ

∗(u))

でなければならない。つまり

Wa := Va ∩
⋂

u∈NF ′ (a)

NG(ψ
∗(u))

とおくと ϕ(a) ∈Wa である。同様にWb も定めると ϕ(b) ∈Wb である。よって∣∣∣∣∣∣
∑

ϕ∈H′(ψ∗)

(
1G(ϕ(a), ϕ(b))− d

)∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

∑
x∈Wa, y∈Wb

(
1G(x, y)− d

)∣∣∣∣∣∣
=
∣∣eG(Wa,Wb)− d|Wa||Wb|

∣∣
≤ ϵm2

がしたがう。最後の不等式に (Va, Vb)が (ϵ, d)正則であることを用いた。これと (4.13)お
よび |H∗| = |Homl(F

∗, G)| ≤ ml−2 から∣∣∣∣∣∣
∑

ϕ∈H′(ψ∗)

(
1G(ϕ(a), ϕ(b))− d

)∣∣∣∣∣∣ ≤ |H∗|ϵm2 ≤ ϵml

を得る。これが確かめたいことであった。

4.2.2 除去補題
定理 4.3. l 頂点 e辺グラフ F と実数 0 < ρ < 1

2
が与えられたとき、ある実数 η > 0と

正整数 n0 が存在して次が成り立つ。グラフ G = (V,E) が |V | = n ≥ n0 をみたし、G
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に含まれる F のラベル付きコピーの個数が高々 ηnl ならば、ある E∗ ⊂ E が存在して、
|E∗| ≤ ρn2 であるが G′ = (V,E \ E∗)は F を部分グラフに含まない。

証明. 正則化補題を利用するため、定数 ϵ, t0 を以下のように設定する。

ϵ =
ρe

4e
≤ ρ

8
, t0 =

⌈
2

ρ

⌉
. (4.14)

定理 4.1により T0 = T0(ϵ, t0)を得る。これを用いて定数 η, n0 を以下のように設定する。

η =
3ρe

4(2T0)l
, n0 = T0. (4.15)

グラフ G = (V,E)は |V | = n ≥ n0 をみたすとする。定理 4.1と (4.14)の第 2式から、
分割 V = V0 t V1 t · · · t Vt が存在して

2

ρ
≤ t0 ≤ t ≤ T0, (4.16)

および |V0| ≤ ϵn, |V1| = · · · = |Vt|をみたし、ϵ正則でないペア (Vi, Vj)の個数は高々 ϵt2

である。
次に除去する辺の集合 E∗ を定める。これは数え上げに不都合な辺たちで、ゴミ箱およ
びその周辺の辺、Vi の内部の辺、ϵ正則でないペア間の辺、密度が低いペア間の辺である。
正確に述べると、以下に当てはまる xまたは y があれば、辺 xy を E∗ に入れる。

• x ∈ V0 または y ∈ V0. このような辺の個数は高々 |V0|n ≤ ϵn2

• ある i ∈ [t] において、x ∈ Vi かつ y ∈ Vi. このような辺の個数は高々 t
(
n/t
2

)
<

n2

2t
≤ n2

2t0
≤ ρ

4
n2, ただし (4.16)と (4.14)を用いた。

• ある {i, j} ∈
(
[t]
2

)において、(Vi, Vj)が ϵ正則でないとき、Vi, Vj 間の辺 xy. この
ような辺の個数は高々 ϵt2(n/t)2 = ϵn2.

• ある {i, j} ∈
(
[t]
2

)において、d(Vi, Vj) < ρのとき、Vi, Vj 間の辺 xy. このような
辺の個数は高々 (t

2

)
ρ(n/t)2 < ρn2

2
.

したがって |E∗| < (ϵ+ ρ
4
+ ϵ+ ρ

2
)n2 = (2ϵ+ 3

4
ρ)n2 であるが、(4.14)より 2ϵ ≤ 1

4
ρであ

るから、結局 |E∗| < ρn2 が得られた。
最後に G′ が F を部分グラフに持たないことを背理法で確かめる。G′ に F のコピーが
あるとする。番号をつけかえて、そのコピーは V ′ := V1 t · · · t Vl 上にあるとしてよい。
F = ([l], EF )とし、l部グラフ H = (V ′, EH)を V ′ による G′ の誘導部分グラフとする。
ただし V ′ の番号は Homl(F,H) 6= ∅となるようにつけてあり、したがって ij ∈ EF なら
ば (Vi, Vj)は (ϵ, dij)正則で、dij ≥ ρである。m := |V1| = · · · = |Vl|とおくと、

m =
(1− ϵ)n

t
≥ (1− ϵ)n

T0
>

n

2T0

である。このとき定理 4.2と (4.14), (4.15)から

hl(F,H) ≥ ml
∏

uw∈EF

duw − ϵ|EF |ml > (ρe − ϵe)

(
n

2T0

)l
= ηnl
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を得る。これは H に含まれる F のコピーの個数が ηnl より多いことを意味しており、G
に含まれる F のコピーの個数に関する仮定に反する。

系 4.1. 任意の δ > 0に対して、ある正整数 n1 が存在し、次が成り立つ。任意の n ≥ n1

と n頂点グラフ G = (V,E)に対して、もし Gの各辺がちょうどひとつの三角形に含まれ
るならば、|E| ≤ δn2 である。

証明. 定理 4.3 に F = K3 と ρ := δ/3 を入力し、出力として η と n0 を得る。さらに
n1 := max{n0, 1/η}とおく。n ≥ n1 とし、n頂点グラフ G = (V,E)の各辺はちょうど
ひとつの K3 に含まれるとする。このとき G に含まれるラベルなし K3 の個数は |E|/3
だから、h = |Hom(K3, G)|とおいてラベル付きで数えると

h = 6(|E|/3) = 2|E| ≤ 2

(
n

2

)
< n2 ≤ ηn3

である。ただし最後の不等式で、1 ≤ ηn0 ≤ ηnを用いた。
再び定理 4.3 により、ある E∗ ⊂ E が存在して、|E∗| ≤ ρn2 = δn2/3 かつ G′ =

(V,E \ E∗)には三角形がない。Gから辺をひとつ除去するごとに破壊されるラベル付き
K3 は高々 6個だから、h ≤ 6|E∗| ≤ 2δn2 である。ここから |E| = h/2 ≤ δn2 がしたが
う。

この系を簡略に「n頂点グラフ G = (V,E)の各辺がちょうどひとつの三角形に含まれ
るならば、|E| = o(n2)である」と述べることもある。同様に次の定理は「A ⊂ [n]が長
さ 3の等差数列を含まなければ、|A| = o(n)である」と述べることもできる。

定理 4.4. 任意の ϵ > 0に対して、ある n1 が存在し、次が成り立つ。任意の n ≥ n1 と
A ⊂ [n]に対して、もし Aが長さ 3の等差数列を含まなければ、|A| ≤ ϵnである。

証明. 与えられた ϵに対して δ := ϵ/12とおいて系 4.1 を適用して n1 を得る。n ≥ n1 と
し、A ⊂ [n] は長さ 3 の等差数列を含まないとする。6n 頂点 3 部グラフ G = (V,E) を
V = [n] t [n + 1, 3n] t [3n + 1, 6n] 上に構成する。i ∈ [n] と a ∈ A に対して、三角形
T (i, a) := {i, i+ a+ n, i+ 2a+ 3n}を定め、

E :=
⋃{(

T (i, a)

2

)
: i ∈ [n], a ∈ A

}
とおく。
G の各辺にはそれを含む三角形として T (i, a) と表せるものがただひとつ定ま
るが、それ以外の三角形はないことを背理法で示そう。このため、三つの三角形
T (i, a), T (i′, a′), T (i′′, a′′)から一辺ずつ取り出してできる三角形が G内にあるとしよう。
例えばその 3辺が

{i, i+ a+ n}, {i′ + a′ + n, i′ + 2a′ + 3n}, {i′′, i′′ + 2a′′ + 3n}
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であるとする。このとき

i = i′′, i+ a+ n = i′ + a′ + n, i′ + 2a′ + 3n = i′′ + 2a′′ + 3n

図
で、ここから a + a′ = 2a′′ つまり A 内に長さ 3 の等差数列が見つかる。これは矛盾
だから、G の各辺はちょうどひとつの三角形 T (i, a) に含まれることがわかった。この
ような三角形は n|A| 個あるから、|E| = 3n|A| である。系 4.1 により |E| ≤ δ|V |2 =

(ϵ/12)(6n)2 = 3ϵn2, すなわち |A| ≤ ϵnである。

定理 4.4の証明は Ruzsaと Szemeredi[3]による。除去補題の歴史的経緯は [2]を見よ。

4.3 To be written
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第 5章

確率手法

組合せ論の古の教えに「神はサイコロを振る」あるいは「わからなければサイコロに聞
け」という。この章では確率手法の基本とその典型的な応用例を紹介する†1。

5.1 確率手法の基本アイデア

5.1.1 独立数の下界
グラフ G の独立集合 I を次の貪欲法で得ることができる。すなわち G の最大次数を
もつ頂点 v をとり、I = {v} とおいて、G から v とその近傍を除去し、残ったグラフ
を G′ とする。次に G′ の最大次数をもつ頂点 v′ をとり、I に v′ を加え、G′ から v′ と
その近傍を除去し、残ったグラフに同じ操作を続ける。最終的に得られる独立集合 I は
|I| ≥ n/(1 + ∆)をみたす。ただし ∆は Gの最大次数である。この評価は次のように改
善できる。この結果は Caro とWei が独立に得たものだが、ここでは [2] の証明を紹介
する。

定理 5.1. グラフ G = (V,E)において頂点 v の次数を dv とかくとき、

α(G) ≥
∑
v∈V

1

1 + dv

が成り立つ。

証明. V 上の全順序 <を固定して
I := {v ∈ V : {v, w} ∈ E =⇒ v < w}

とおく。V の要素を < にしたがって左から右に並べると、I は左向きの辺をもたない頂
点の集合だから Gの独立集合である。
v ∈ I のとき Xv = 1, v 6∈ I のとき Xv = 0とし、X :=

∑
v∈V Xv とおくと X = |I|

である。全順序を（|V |! 個の中から）一様ランダムに選び、上記の Xv, X を確率変数と

†1 Erdősと Spencerによる [1]は組合せ論の確率手法の古典であり、Alonと Spencerによる [2]は
その現代版である。Zhao[3]の講義ノートも参考にするとよい。
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考える。v ∈ I となるのは、v およびその近傍にある合計 1 + dv 個の頂点の中で v が最小
（左端）であるときで、その確率は 1

1+dv
である。よって

E[Xv] = P[v ∈ I] =
1

1 + dv
, E[X] =

∑
v∈V

1

1 + dv

を得る。したがってある全順序 <が存在して、|I| ≥
∑

v∈V
1

1+dv
である。

系 5.1. α(G) ≥ n2

n+ 2e
.

証明. f(x) = 1
1+x
に Jensenの不等式 1

n

∑
f(dv) ≥ f( 1

n

∑
dv) を適用すると

1

n

∑ 1

1 + dv
≥ 1

1 + 1
n

∑
dv

=
n

n+ 2e

である。これと定理 5.1から目標の不等式を得る。

ハイパーグラフの独立数の下界を与えるため、正整数 dに対して

f(d) =

d∏
i=1

(
1− 1

(r − 1)j + 1

)
とおく。r ≥ 2とし、rグラフH において頂点 vの次数を dv とかく。このとき、Caroと
Tuzaは

α(H) ≥
∑
v∈V

f(dv)

が成り立つことを示した。r = 2 ならば f(d) = (1 − 1
2
)(1 − 1

3
) · · · (1 − 1

d+1
) = 1

d+1
で

あるから、この結果は定理 5.1の拡張になっている。Csabaらは f(d)を評価することで、
例えば H が n頂点 3グラフならば

α(H) >

√
π

2

n∑
i=1

1√
1 + dv

であることを示した。

5.1.2 内周と染色数が大きいグラフ
内周と染色数の両方が大きいグラフを構成するのは容易ではない（がいくつかの方法が
知られている）。Erdős は確率手法を用いた短い議論で、そのようなグラフが存在するこ
とを鮮やかに示した。

定理 5.2 (Erdős). 任意の正整数 l, r に対して、内周が l より大きく、染色数が r より大
きいグラフがある。
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証明. nが十分大きいとき、ランダムグラフ G = Gn,p（を少し変更したグラフ）が条件
をみたす確率が正であることを示したい。そこで G = Gn,p において、確率変数 X を
G 内の長さ l 以下の閉路の個数、確率変数 Y を独立数 α(G) とする。さらにある定数
0 < ϵ < 1と数列 an = o(n)が存在して、次の 2条件

P[X ≥ ϵn] = o(1), (5.1)

P[Y ≥ an] = o(1) (5.2)

が成り立ったと仮定しよう。このとき nが十分大きければ

P[X < ϵn かつ Y > an] > 0

だから、n頂点グラフで、長さ l以下の閉路の個数が ϵn未満、かつ独立数が anより大のグ
ラフがある。このグラフから高々 ϵn頂点を除去して（つまり短い閉路から 1点ずつ選んで
除去して）残ったグラフG′ の内周を lより大きくできる。ここで一般に χ(G′)α(G′) ≥ n

であることに注意すると、

χ(G′) ≥ (1− ϵ)n

α(G′)
≥ (1− ϵ)n

an

を得る。an = o(n)なので上式右辺は nを十分大きくとると r より大きい。つまり G′ が
条件をみたすグラフである。
そこで (5.1) および (5.2) が成り立つことを確かめる。このため 0 < θ < 1

l
をみたす

θ を固定し、p = (1/n)1−θ とおく。G = Gn,p における長さ j の閉路の個数の期待値は(
n
j

)
(j−1)!

2
pj ≤ (np)j = nθj であり、

E[X] ≤
n∑
j=3

nθj = nlθ + n(l−1)θ + · · ·+ n3θ ≤ nlθ

1− n−θ

を得る。θ > 0と lθ < 1から上式右辺は o(1)であり、マルコフの不等式から (5.1)がした
がう。次に an = d3n1−θ log ne = o(n)とおいて、1− p ≤ e−p, pan > 3 log nを用いると

P[Y ≥ an] ≤

(
n

an

)
(1− p)(

an
2 ) ≤ nane−pan

an−1
2 ≤ nan− 3

2
(an−1) =

(
1√
n

)an−3

を得る。この右辺は o(1)だから (5.2)がしたがう。

5.1.3 2着色可能性
ハイパーグラフH = (V,E)の 2着色とは χ : V → [2]のことである。辺 e ∈ E が χに
おいて単色とは、eの各点が同色、つまり χの eへの制限が定数関数であることである。
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H の辺に単色のものがないとき、χを適切な 2着色という。H が適切な 2着色をもつと
き、H は 2着色可能†2であるという。

定理 5.3. H = (V,E)が nグラフで |E| < 2n−1 ならば、2着色可能である。

証明. nグラフH = (V,E)は |E| < 2n−1をみたすとする。Hの各頂点を独立ランダムに
等確率で 2色に塗り分ける。辺 eが単色である事象を Ae とおくと P[Ae] = (1/2)n × 2 =

21−n である。よって union boundから

P

[⋃
e∈E

Ae

]
≤
∑
e∈E

P [Ae] = |E|21−n < 1

を得る。つまり単色の辺がある確率は 1より小さいから、2着色可能である。

2 着色可能でない n グラフの辺数の最小値を m(n) とかく。このとき m(n) > m′ な
らば辺数 m′ の n グラフは必ず 2 着色可能である。定理 5.3 は m(n) ≥ 2n−1 と言い換
えることができる。Beck はランダム着色したあと都合の悪い頂点の色をうまく塗りか
えることで m(n) = Ω(2nn1/3) を示した。同様の手法を洗練させて Radhakrishnan と
Srinivasanはm(n) = Ω(2n

√
n/ log n)を示した。さらに Cherkashinと Kozikはこのバ

ウンドを達成するランダム貪欲着色アルゴリズムを見出した†3。以下にその方法を紹介
する。

定理 5.4. m(n) = Ω(2n
√
n/ log n).

証明. はじめに n グラフ H = (V,E) のランダム 2 着色アルゴリズムを述べる。各頂点
v ∈ V に独立一様ランダムに実数 t(v) ∈ [0, 1] を割り当てる。t(v) を v の生成時刻とい
う。V の頂点を生成時刻順にならべて v1, v2, . . . とおく。i = 1, 2, . . . の順に以下の着色
をおこなう。もし vi を青で塗っても単色辺（すべての頂点が青の辺）が生じない場合は
vi を青で、そうでなければ赤で塗る。
頂点を全部塗り終わったとき、着色規則から青い単色辺はない。頂点 v が赤で塗られる
のは、v を含む辺 eがあり、かつ eの頂点で v が最後に塗られる場合に限られる。赤の単
色辺 f が生じたとき、f の最初に塗られた頂点 v に対して、v を赤で塗らせた辺 e があ
る。この (e, f)を危険対とよぶ。このとき e ∩ f = {v}であり、eの v 以外の頂点は青で
ある。v をこの危険対の共有点という。
以下、H の辺数を k2n−1 とし、k が適切な条件をみたせば危険対が生じる確率が 1よ
り小さいことを示す。したがって危険対がない着色、すなわち H の適切な 2着色がある。
このときその条件のもとで H の辺数を評価すると定理が得られる。

†2 H は property B をもつともいう。[1] によると、これは Edwin W. Miller の命名で B は Felix

Bernstein のことらしい。
†3 彼らは独立に同じ主結果を得て、それぞれの論文を統合した共著論文を出版した。
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単位区間 [0, 1]を 3分割して、B = [0, 1−p
2

], P = [ 1−p
2
, 1+p

2
), R = [ 1+p

2
, 1]とおく。パ

ラメタ p ∈ (0, 1)は後で最適化する。B に共有点の生成時刻をもつ危険対がある事象を B

とし、同様に事象 P,Rを定める。辺 eの頂点の生成時刻がすべて B に含まれるとき、記
号を濫用して e ⊂ B とかく。このとき

P[B] ≤ P[e ⊂ B なる辺 eがある] ≤
∑
e∈E

P[e ⊂ B] = |E|
(
1− p

2

)n
より、

P[B ∪R] ≤ P[B] + P[R] = 2P[B] ≤ 2|E|
(
1− p

2

)n
= k(1− p)n

を得る。
次に P[P]を評価するため、危険対 (e, f)の共有点 v について t(v) ∈ P とすると、eの
頂点の生成時刻は t(v) 以下、f の頂点の生成時刻は t(v) 以上である。ここで e \ {v} の
頂点の生成時刻が t(v)以下で、かつ f \ {v}の頂点の生成時刻が t(v)以上である確率は
t(v)n−1(1−t(v))n−1 ≤ (1/4)n−1である。また vの生成時刻が P にある確率は pである。
したがって (e, f) が危険対で、かつ共有点の生成時刻が P にある確率は高々 p(1/4)n−1

である。このようなペアの総数は高々 (|E|
2

)
< k24n−1 だから

P[P] ≤ k24n−1p(1/4)n−1 = k2p

を得る。
まとめると

P[B ∪P ∪R] ≤ P[B] + P[P] + P[R] ≤ k(1− p)n + k2p < ke−pn + k2p (5.3)

である。この右辺が 1より小さければ、H に危険対が存在しない、すなわち適切な 2着色
をもつ確率が正となる。(5.3)の右辺は p = 1

n
log n

k
のとき最小となる。この pを代入す

ると、H が適切な 2着色をもつには
k2

n

(
1 + log

n

k

)
< 1 (5.4)

であればよい。この条件のもとで |E| = k2n−1 を最大にしよう。c < √
2 に対して

k = c
√
n/ log n とおくと、n が十分大きいとき (5.4) が成り立つ。つまり m(n) =

Ω(2n
√
n/ log n)である。

5.2 Lovászの局所補題

5.2.1 局所補題とその証明
複数の条件をみたすものを探しているとしよう。つまり、どれかの条件が破れるような
状況をさけたい。そこで確率空間 (Ω,F ,P)において、n個の「悪い」事象 B1, . . . , Bn ∈
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F が指定され、すべて P[Bi] < 1 であるとする。もしこれらの事象が独立ならば、
P[
⋂n
i=1 B̄i] =

∏n
i=1(1 − P[Bi]) > 0, つまり悪い事象がまったく生じないことがある†4。

Lovászの局所補題は、n個の事象が「かなり」独立で、各 P[Bi]が大きすぎなければ、同
様に P[

⋂n
i=1 B̄i] > 0を保証する。

ここで事象の独立性の定義を思い出そう。確率空間 (Ω,F ,P) において、事象
F1, . . . , Fn ∈ F が独立、あるいは事象の集合 {F1, . . . , Fn} が独立とは、任意の
∅ 6= I ⊂ [n] について P[

⋂
i∈I Fi] =

∏
i∈I P[Fi] が成り立つことである。また

事象 F が事象の集合 {F1, . . . , Fn} と独立であるとは、任意の ∅ 6= I ⊂ [n] に
ついて P[F ] = P[F |

⋂
i∈I Fi] が成り立つことと定める。ただし条件付き確率は

P[A|B] := P[A ∩B]/P[B]と定義され、したがって

P[A|B ∩ C] =
P[A ∩B|C]

P[B|C]
(5.5)

をみたす。
確率空間 (Ω,F ,P) および事象の集合 B = {B1, . . . , Bn} ⊂ F に対して、頂点集合

[n] 上のグラフ G が依存グラフであるとは、各 i ∈ [n] について事象 Bi と事象の集合
{Bj : j ∈ [n] \ (N(i) ∪ {i})}が独立であることをいう†5。このとき i 6= j で i 6∼ j ならば
Bi と Bj は独立であるが、逆は必ずしも成り立たない。依存グラフ Gは B から一意的に
定まるとは限らないが、必ず存在する。例えば完全グラフKn は自明な依存グラフである
（が、もちろん役には立たない）。
例えば Ω = [4], P[{i}] = 1

4
(i ∈ Ω), つまり各 i が等確率に選ばれるとき、3 個の事

象を B1 = {1, 4}, B2 = {2, 4}, B3 = {3, 4} と定める。このとき P[B1] = P[B1|B2] =

P[B1|B3] =
1
2
, P[B1|B2∩B3] = 1よりB1はB2ともB3とも独立であるが、B2∩B3とは

独立でない。つまり B1 は {B2, B3}とは独立でない。これらを考慮すると {B1, B2, B3}
に対応する依存グラフは次の 4通りである。

•2 •3

•1

•

•

• •

•

• •

•

•

定理 5.5 (Lovász). (Ω,F ,P)を確率空間、B ⊂ F を有限集合とする。各事象 B ∈ B に
対して N(B) ⊂ B が与えられ、B と B \ (N(B) ∪ {B})は独立であると仮定する。この
とき実数値関数 x : B → (0, 1)が存在して、各 A ∈ B が

P[A] ≤ x(A)
∏

B∈N(A)

(1− x(B))

†4 B̄i は Bi の余事象、すなわち B̄i := Ω \Bi である。
†5 N(i) は i の近傍、すなわち N(i) := {j ∈ [n] : ij ∈ E(G)} である。なお Bi と Bi は独立でな
いが、定義により各頂点にループはつけない。
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をみたせば（0個の積は 1とみなす）、

P[
⋂
B∈B

B̄] ≥
∏
B∈B

(1− x(B)) > 0

が成り立つ。

証明. B = {B1, . . . , Bn}とし、xi := x(Bi)とおく。頂点集合 [n]上の Bについての依存
グラフを用いると、関数 xに関する仮定は、P[Bi] ≤ xi

∏
j∈N(i) xj が各 i ∈ [n]について

成り立つことである。特に P[Bi] ≤ xi である。はじめに i 6∈ J ⊂ [n]をみたす任意の i, J

について
P[Bi|

⋂
j∈J

B̄j ] ≤ xi (5.6)

が成り立つとしよう。このとき、各 i ∈ [n]について

P[B̄1 ∩ · · · ∩ B̄j ]
P[B̄1 ∩ · · · ∩ B̄j−1]

= P[B̄i|
⋂

j∈[i−1]

B̄j ] ≥ 1− xi

だから、これらを i = 1, 2, . . . , nについてかけ合わせて

P[
⋂
i∈[n]

B̄i] = P[B̄1] ·
P[B̄1 ∩ B̄2]

P[B̄1]
· P[B̄1 ∩ B̄2 ∩ B̄3]

P[B̄1 ∩ B̄2]
· · · P[B̄1 ∩ · · · ∩ B̄n]

P[B̄1 ∩ · · · ∩ B̄n−1]

≥ (1− x1)(1− x2)(1− x3) · · · (1− xn) > 0

を得る。これは定理の結論にほかならない。
そこで (5.6) を |J | に関する帰納法で示す。まず J = ∅ のときは定理の仮定から

P[Bi] ≤ xi である。以下 J 6= ∅とし、i, J を固定する。さらに J1 = N(i), J2 = J \ J1
として、J を J1 t J2 に分割する。J1 = ∅ならば再び定理の仮定より (5.6)がしたがうか
ら、J1 6= ∅とする。(5.6)の左辺は、(5.5)により

P[Bi|
⋂
j∈J

B̄j ] =
P[Bi ∩ (

⋂
j∈J1 B̄j)|

⋂
j∈J2 B̄j ]

P[
⋂
j∈J1 B̄j |

⋂
j∈J2 B̄j ]

(5.7)

と書ける。ここで Bi が {Bj : j ∈ J2}と独立であることと、定理の仮定から

(5.7)の右辺の分子 ≤ P[Bi|
⋂
j∈J2

B̄j ] = P[Bi] ≤ xi
∏

j∈N(i)

(1− xj)

を得る。次に、必要なら番号を付け替えて J1 = [t]とし、C :=
⋂
j∈J2 B̄j とおく。(5.5)

から i ∈ [t]について

P[B̄1 ∩ · · · ∩ B̄i|B̄i+1 ∩ · · · ∩ B̄t ∩ C]

= P[B̄1 ∩ · · · ∩ B̄i−1|B̄i ∩ · · · ∩ B̄t ∩ C]P[B̄j |B̄i+1 ∩ · · · ∩ B̄t ∩ C]
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が成り立つ。これを用いると (5.7)の分母は

P[
⋂
j∈J1

B̄|C] = P[B̄1|B̄2 ∩ · · · ∩ B̄t ∩ C]P[B̄2|B̄3 ∩ · · · ∩ B̄t ∩ C] · · ·

· · ·P[B̄t−2|B̄t−1 ∩ B̄t ∩ C]P[B̄t−1|B̄t ∩ C]P[B̄t|C]

と書ける。この右辺に帰納法の仮定 (5.6)を適用すると

P[
⋂
j∈J1

B̄|C] ≥ (1− x1)(1− x2) · · · (1− xt)

を得る。結局、(5.7)について P[Bi|
⋂
j∈J B̄j ] ≤ xi が示された。

系 5.2 (対称的な場合). (Ω,F ,P) を確率空間、B ⊂ F を有限集合とする。定数 p, d が
ep(d + 1) ≤ 1をみたし、各事象 B ∈ B について P[B] ≤ p, また B を頂点集合とする依
存グラフの最大次数は d以下とする。このとき P[

⋂
B∈B B̄] > 0である。

証明. 依存グラフの最大次数に関する仮定は、定理 5.5 において |N(B)| ≤ d を意味す
る。このとき定数関数 x(B) = 1

d+1
が定理の仮定をみたすことを確かめよう。実際、

(d/d+ 1)d > 1/eに注意すると、A ∈ B について

x(A)
∏

B∈N(A)

(1− x(B)) =
1

d+ 1

∏
B∈N(A)

d

d+ 1
≥ 1

d+ 1

(
d

d+ 1

)d
>

1

(d+ 1)e
≥ p ≥ x(A)

が成り立つ。したがって定理 5.5から P[
⋂
B∈B B̄] > 0である。

5.2.2 局所補題の応用
（1） ラムゼー数
ランダムグラフ G(n, p)は、ラベル付き n頂点グラフで、各頂点ペア {i, j}に対して独
立に確率 pで辺をつける確率モデルである。形式的には、これは確率空間 (Ω,F ,P)で以
下のように定義される。頂点集合 [n]のグラフは ω :

(
[n]
2

)
→ {0, 1} で指定できる。つま

り ω({i, j}) = 1ならば i, j は隣接し、0ならば非隣接である。Ωをこのような ω 全体と
し、F = 2Ω とする。このとき |Ω| = 2(

n
2) であり、ω−1(1)は辺集合に対応する。さらに

辺数をm = |ω−1(1)|として

P[ω] := pm(1− p)(
n
2)−m

と定める。ω を対応するグラフ Gと同一視して、P[ω]を P[G]ともかく。
ω ∈ Ω は完全グラフ Kn の辺の 2 着色ともみなせる。この場合には ω−1(0) を赤で塗
られた辺の集合、ω−1(1) を青で塗られた辺の集合のように考える。正整数 k, l に対して
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nを十分大きくとると、Kn の辺のどんな 2着色に対しても赤の Kk（すべての辺が赤の
Kk）まはた青の Kl が存在することが知られている。このような n の最小値をラムゼー
数 R(k, l) とよぶ。例えば R(3, 3) = 6 である。つまり K5 の辺の 2 着色で赤の K3 も青
のK3 もない（略して、これを単色K3 がないという）ものがあるが、K6 の辺のどんな 2

着色にも単色K3 がある。
Erdősにしたがって

R(k, k) > k (
√
2)k
(

1

e
√
2
+ o(1)

)
を確かめよう。ランダムグラフ G(n, p)に対応する確率空間 (Ω,F ,P)を考える。頂点の
k点部分集合 A ∈

(
[n]
k

)に対して、A上のKk が単色であるようなグラフの集合を GA ∈ F
とおくと、

P[GA] = p(
k
2) + (1− p)(

k
2)

である。ここでさらに p = 1/2とすると、P[GA] = 2(1/2)(
k
2) である。また G(n, p)に単

色Kk が存在する事象は
⋃
A∈([n]

k )
GA である。よって union boundから

P[
⋃

A∈([n]
k )

GA] ≤
∑

A∈([n]
k )

P[GA] ≤

(
n

k

)
2(1/2)(

k
2)

を得る。右辺が< 1であれば、G(n, p)に単色Kk が存在しない確率が正、つまり単色Kk

をもたない Kn の辺の 2着色が存在する。したがって (n
k

)
2(1/2)(

k
2) < 1をみたす nに対

して、R(k, k) > nが成り立つ。局所補題によってこの評価を以下のように改善できる。

定理 5.6 (Spencer).

R(k, k) ≥ k (
√
2)k
(√

2

e
+ o(1)

)
.

証明. G(n, 1/2)に対応する確率空間を (Ω,F ,P)とする。A ∈
(
[n]
k

)とし、A上の Kk が
単色である事象を GA ∈ F とかく。頂点集合 {GA : A ∈

(
[n]
k

)
}の依存グラフ H を構成す

る。各 A ∈
(
[n]
k

)に対して、BA = {B ∈
(
[n]
k

)
: |A ∩ B| ≤ 1}とおく。このとき、GA は

{GB : B ∈ BA}と独立である。そこで H において 2頂点 GA と GB を |A ∩ B| ≥ 2のと
きに隣接させる。定義から H は正則グラフで次数 ∆は

∆ = |GA| <

(
k

2

)(
n

k − 2

)

をみたす。この右辺を dとし、p = P[GA] = 2(1/2)(
k
2) として系 5.2を適用する。すなわ

ち、もし ep(d+ 1) ≤ 1であれば、P[
⋂
A∈([n]

k )
ḠA] > 0が成り立つ。これは n頂点グラフ

の辺の 2着色で、単色Kk を含まないものがあること、つまり R(k, k) > nを意味する。
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k ≥ 3とすると

ep(d+ 1) < 4pd ≤ 4 · 2(1/2)(
k
2)

(
k

2

)(
n

k − 2

)

である。右辺が ≤ 1となる nの条件を n, k → ∞のもとで求める。両辺の logをとると

log

(
n

k − 2

)
≤

(
k

2

)
log 2− log

(
k

2

)
+O(1)

である。log
(
n
k−2

)
= (k − 2) log n− k log k + k +O(log k)に注意して整理すると

(k − 2) log n ≤ k log k − k +
1

2
k(k − 1) log 2 +O(log k)

を得る。両辺を k − 2で割り、 k(k−1)
2(k−2)

= k
2
+ 1

2
+ o(1)を用いると

log n ≤ log k − 1 +

(
k

2
+

1

2

)
log 2 + o(1) = log

(
k2

k
2
+ 1

2 e−1+o(1)
)
,

つまり
n ≤ k (

√
2)k
(√

2

e
+ o(1)

)
を得る。この条件のもとで ep(d+ 1) ≤ 1が成り立ち、証明が完了した。

（2） 2着色可能性 (property B)

ハイパーグラフ H = (V,E) の頂点のランダム 2 着色を考えよう。すなわち確率空間
(Ω,F ,P)を次のように定める。頂点の 2着色は ω : V → {0, 1}で指定される。このよう
な ω全体を Ωとし、F = 2Ω とする。このとき |Ω| = 2n である。さらに P[ω] = (1/2)|V |

と定める。つまり各頂点は、独立かつ等確率に（例えば、赤または青に）2着色される。2

着色 ω において辺 e ∈ E が単色とは、eに含まれる頂点が同色であること、つまり ω が e

上で定数関数であることをいう。H の 2着色で単色辺を含まないものがあるとき、H は
2着色可能（あるいは property Bをもつ）というのであった。

定理 5.7. ハイパーグラフ H = (V,E)は各辺が k 点以上を含み、高々 d個の他の辺と交
わるとする。このとき e(d + 1) ≤ 2k−1 ならば、H は 2着色可能である。特に、H が k

正則 k グラフで k ≥ 9ならば、H は 2着色可能である。

証明. H の各頂点を独立かつ等確率に 2着色する。辺 f ∈ E が単色である事象を Bf と
すると、P[Bf ] = 2(1/2)|f | ≤ (1/2)k−1 である。{Bf : e ∈ E}を頂点集合とする依存グ
ラフ Gを Bf ∼ Bf ′ ⇐⇒ f ∩ f ′ 6= ∅と定義できる。Gの最大次数は d以下である。した
がって系 5.5より H は 2着色可能である。
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H が k 正則 k グラフのとき、辺 f の各頂点は f 以外の k − 1辺に含まれるから、f と
交わる（f 以外の）辺の総数は∆ := k(k− 1)であり、依存グラフは∆正則である。H が
2着色可能であるには、e(∆+ 1) ≤ 2k−1 であればよく、これは k ≥ 9でみたされる。

閉路グラフは 2正則 2グラフで、頂点数が奇数のときは property Bをもたない。Fano

平面グラフは 3正則 3グラフで、property Bをもたない。一方、k ≥ 4ならば k 正則 k

グラフは 2着色可能であることが知られている。

5.2.3 Moser–Tardosアルゴリズム
定理 5.7によれば、任意の 9正則 9グラフH は 2着色可能である。これはH のランダ
ム 2着色に局所補題を適用すると、単色辺が現れない確率が正であるからだ。しかしその
確率が小さければ†6、H に実際にランダム 2 着色を施してもそれが適切な 2 着色である
ことは期待できない。そこで局所補題に「構成的な」証明を与えることが望まれる。例え
ば上記 H の適切な 2着色を見つけるうまいアルゴリズムがあるだろうか？そのような研
究は Beckにはじまり、特にMoserによって推し進められた。以下に紹介するMoserと
Tardosの結果は、ごく弱い仮定（確率変数モデル）を付加することで局所補題の証明を構
成的にできることを主張する。
確率空間 (Ω,F ,P)において、独立な確率変数の集合 P と事象の集合 B ⊂ F が与えら
れているとする。さらに

各 B ∈ B に対して S ⊂ P が定まり、B は S の確率変数の値で決まる (5.8)

と仮定する。このような S のうち（包含関係で）極小のものが一意に定まるから、これを
vbl(B)とかく†7。このとき頂点集合 B のグラフを B,B′ ∈ B について

B 6= B′ かつ B ∼ B′ ⇐⇒ vbl(B) ∩ vbl(B′) 6= ∅

と定めると、これは依存グラフになる。なお B は「悪い事象」を想定していて、どの
B ∈ B も生じないように P に属する確率変数の値を割り当てることが目標となる。
例えば、前項で扱ったハイパーグラフ H = (VH , EH) のランダム 2 着色の場合は、pi
を頂点 i の色に対応する確率変数とし、つまり ω ∈ Ω に対して pi(ω) = ω(i) と定めて、
P = {pi : i ∈ VH} とおく。次に、各 f ∈ EH に対して、事象 Bf を辺 f が単色である
事象とし、B = {Bf : f ∈ EH} とおく。このとき事象 Bf は {pi : i ∈ f} から定まり、
vbl(Bf ) = {pi : i ∈ f}とおいて依存グラフを作ると、前項で構成したグラフと同型なも
のが得られる。もし各 pi の値をうまく設定して、どの Bf も生じないようにできれば、そ
れは H の適切な 2着色を与える。

†6 局所補題を適用する問題では「悪い事象が起きない確率」は非常に小さいことが多い。
†7 B に対応する random variablesの意味。
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局所補題の仮定に (5.8) を付け加えたものを確率変数モデルという。これは形式的に
は、局所補題が適用できる状況のうち、特別なものを扱っていることになるが、局所補題
が適用される具体的な問題では（ほとんどいつでも）(5.8)がみたされるため、実質的な
制限にはならないと考えられている。
それでは Moser–Tardos アルゴリズムを述べよう。(Ω,F ,P) を確率空間とし、独立な
確率変数の有限集合 P と事象の有限集合 B ⊂ F からなる確率変数モデルが与えられたと
する。

1. 各 p ∈ P に任意の値を設定する。
2. もし現在の P の各変数の値によって生じる Bの事象があれば、そのひとつ B を任
意に選び、vbl(B)に属する pの値をランダムに変更（リサンプル）する。

3. 前項を該当する B の事象がなくなるまで繰り返す。

定理 5.8 (Moser–Tardos). (Ω,F ,P) を確率空間とし、独立な確率変数の有限集合 P
と事象の有限集合 B ⊂ F からなる確率変数モデルを考える。このとき実数値関数
x : B → (0, 1)が存在して、各 A ∈ B が

P[A] ≤ x(A)
∏

B∈N(A)

(1− x(B))

をみたせば、上で述べたアルゴリズムで P の変数の値を設定して、どの B ∈ B も生じな
いようにできる。さらにひとつの B ∈ B が生じないようになるまでに必要なリサンプル
の回数の期待値は高々 x(B)

1−x(B)
であり、したがってアルゴリズムが終了するまでのリサン

プルの総数の期待値は高々∑B∈B
x(B)

1−x(B)
である。

この驚くほど単純なアルゴリズムがうまく動く理由はまったく自明でないが、原著論文
[4]ではわずか 3ページ半で証明されている。さらにアルゴリズムを並列化したり脱乱択
化する方法も述べられている。Moserと Tardosはこの業績で 2020年のゲーデル賞を受
賞した。

5.3 測度の集中
距離と確率測度が与えられた空間で、全空間の半分の測度をもつ任意の部分集合を考え
る。このとき、この集合から遠くにある点の集合の測度は必ず小さいと主張できることが
ある。例えば Rn の n− 1次元単位球面 Sn−1 に、全球面の測度が 1となるような一様な
測度を与えたとき、球面の部分集合 Aの測度が 1

2
ならば、Aからのユークリッド距離が t

以内にない球面上の点の集合の測度は、高々 2e−t
2n/2 であることが知られている。

この節では、Matoušekの [6]の 14章（とその前後の章）の一部およびその離散構造へ
の応用を中心に紹介する。Ballの [5]とMatoušekらの [7]の 2章も参考にした。興味を
もたれた読者はぜひこれらの文献を読まれたい。



5.3 測度の集中 83

5.3.1 裾評価の不等式
xが ±1の値をそれぞれ確率 1

2
でとるとき、これをベルヌーイ確率変数という。

定理 5.9 (Bernstein の不等式). x1, . . . , xn が独立なベルヌーイ確率変数で、実数
a1, . . . , an が

∑n
i=1 a

2
i = 1をみたすとする。このとき任意の t > 0に対して

P

[∣∣∣∣∣
n∑
i=1

aixi

∣∣∣∣∣ > t

]
≤ 2e−

t2

2 (5.9)

が成り立つ。

証明. 次の不等式を利用する。すなわち、任意の実数 xに対して
1

2
(ex + e−x) ≤ ex

2/2 (5.10)

が成り立つ。これをみるには、両辺をテーラー展開して項ごとに比較すればよい。
パラメタ λ > 0を導入する。(5.10)により、

E[eλaixi ] = 1

2

(
eλai + e−λai

)
≤ eλ

2a2i /2

である。したがって

E[eλ
∑
aixi ] = E[

∏
eλaixi ] =

∏
E[eλaixi ] ≤

∏
eλ

2a2i /2 = eλ
2/2, (5.11)

さらにマルコフの不等式から

P[
∑
aixi ≥ t] = P[eλ

∑
aixi ≥ eλt] ≤ E[eλ

∑
aixi ]/eλt ≤ eλ

2/2−λt

である。右辺を最小化するため λ = tとおくと、

P[
∑
aixi ≥ t] ≤ e−t

2/2 (5.12)

を得る。同様に P [
∑
aixi ≤ −t] ≤ e−

t2

2 も示せるので (5.9)が成り立つ。

組合せ論や理論計算機分野では定理 5.9を Chernoff の不等式とよぶことも多いようだ
が、Ballは [5]で「函数解析の習慣にしたがって私は定理 5.9を Bernsteinの不等式とよ
ぶが、確率論界隈には Hoeffdingの不等式として知られているおり、より強力で一般的な
結果に Azuma–Hoeffdingの不等式という名前がついている」と述べている。定理 5.9に
はいろいろな拡張、一般化があり、例えば [2]の付録 Aを見るとよい。

系 5.3. 独立な確率変数 y1, . . . , yn が、各 iについて P[yi = 0] = P[yi = 1] = 1
2
をみた

すならば、y :=
∑n

i=1 yi は P[|y − n
2
| > t] ≤ 2e−2t2/n をみたす。
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証明. 定理 5.9の確率変数 xi を用いて yi =
1
2
(xi + 1)とかける。(5.12)より

P[y − n
2
> t] = P[ 1

2

∑
xi > t] = P[

∑
1√
n
xi >

2t√
n
] ≤ e−(2t/

√
n)2/2 = e−2t2/n

を得る。同様に P[y − n
2
< −t]も評価できる。

系 5.4. 独立な確率変数 x1, . . . , xn が、各 iについて xi ∈ [−1, 1]かつ E[xi] = 0 をみた
すならば、P[

∑n
i=1 xi > s] ≤ e−s

2/(2n) が成り立つ。

証明. 実数 λ に対して f(x) = eλx とおくと、曲線 y = f(x) は下に凸で二点 (−1, e−λ),

(1, eλ)を通る。この二点を通る直線を y = g(x)とすると

E[f(xi)] ≤ E[g(xi)] = g(E[xi]) = g(0) =
eλ + e−λ

2

である。これと (5.10)から ai = 1/
√
nとして (5.11)が成り立ち、(5.12)がしたがう。こ

こで t = s/
√
nとおくと目標の不等式を得る。

5.3.2 立方体の測度集中
頂点集合 [n]上のハイパーグラフは、以下のように n次元立方体 {0, 1}n と関連づけら
れる。a ∈ {0, 1}n の第 i 成分を ai とかく。つまり a = (a1, . . . , an) である。このとき
ã = {i : ai = 1} ∈ 2[n] が一意に定まり、aは ãの特性ベクトルであるという。この対応
で {0, 1}n と 2[n] をしばしば同一視する。
n 次元立方体 Cn := {0, 1}n にハミング距離と一様確率測度を入れる。すなわち、

a, b ∈ Cn に対してその距離を d(a, b) := #{i : ai 6= bi} = |ã4 b̃|とし、A ⊂ Cn の測度
を P (A) := 2−n|A|と定める。さらに t > 0に対して、Aの t近傍を

At := {b ∈ Cn : ある a ∈ Aが存在して d(a, b) ≤ t}

と定める。Cn における中心 a, 半径 r の球 B(a, r)とは、{a}r のこと（つまり A = {a}
の r 近傍）のことである。中心を指定しないときは、B(r)ともかく。部分集合 A ⊂ Cn

が擬球であるとは、ある r について B(r) ⊂ A ⊂ B(r + 1)をみたすことをいう。

定理 5.10 (Harper). 任意の正整数 t と A ⊂ Cn が与えられたとき、ある擬球 B ⊂ Cn

が存在して |A| = |B|かつ |At| ≥ |Bt|をみたす。

この定理は立方体の等周定理と考えられる。特に |A| = 2n−1 の場合は、nが奇数なら
ば B = B(n−1

2
), nが偶数ならば B = B(0, n

2
− 1) ∪ {b ∈ B(0, n

2
) : bn = 0} が定理をみ

たす。後者に対応する 2[n] の部分集合族は⋃n
2
−1

k=0

(
[n]
k

)
∪
(
[n−1]
n/2

)である。
定理 5.11 (立方体の測度集中). A ⊂ Cn が P [A] ≥ 1

2
をみたせば、

1− P [At] ≤ exp(−2t2/n)
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が成り立つ。

証明. Cn を 2[n] と同一視して、A ⊂ 2[n] と考える。
n = 2k + 1の場合。球 B =

(
[n]
0

)
∪ · · · ∪

(
[n]
k

)は P [B] = 1
2
で、その t近傍は

Bt =
(
[n]
0

)
∪ · · · ∪

(
[n]
k+t

)
より、

1− P [Bt] = 1− 2−n(
(
n
0

)
+ · · ·+

(
n
k+t

)
)

= 2−n(
(

n
k+t+1

)
+ · · ·+

(
n
n

)
)

= 2−n(
(
n
0

)
+ · · ·+

(
n
k−t

)
)

である。
P [A] ≥ P [B]と定理 5.10から P [At] ≥ P [Bt]である。したがって

1− P [At] ≤ 1− P [Bt] = 2−n(
(
n
0

)
+ · · ·+

(
n
k−t

)
) =: x

を得る。そこで x < exp(−2t2/n)を示したい。
独立な確率変数 y1, . . . , yn が P[yi = 0] = P[yi = 1] = 1

2
をみたすとする。y =

y1 + · · ·+ yn とおく。補題 5.3（の証明）から、a > 0に対して

P[y ≤ n
2
− a] ≤ exp(−2a2/n)

が成り立つ。P[y = i] = 2−n
(
n
i

)だから
x = P[y ≤ k − t] = P[y ≤ n

2
− ( 1

2
+ t)]

≤ exp(−2( 1
2
+ t)2/n) ≤ exp(−2t2/n)

を得る。つまり 1− P [At] ≤ exp(−2t2/n)である。
n = 2k の場合。擬球 B =

(
[n]
0

)
∪ · · · ∪

(
[n]
k−1

)
∪
(
[n−1]
k

) は P [B] = 1
2
で Bt =

(
[n]
0

)
∪

· · · ∪
(

[n]
k+t

) より、1− P [Bt] = 2−n(
(
n
0

)
+ · · ·+

(
n

k−t−1

)
) である。したがって

1− P [At] ≤ 1− P [Bt] = 2−n(
(
n
0

)
+ · · ·+

(
n

k−t−1

)
) =: z

が成り立つ。先と同様に

z = P[Y ≤ k − t− 1] = P[y ≤ n
2
− (1 + t)]

≤ exp(−2(1 + t)2/n) ≤ exp(−2t2/n)

を得る。つまりこの場合も 1− P [At] ≤ exp(−2t2/n)である。
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5.3.3 エクスパンダグラフの測度集中
グラフ G = (V,E) と A,B ⊂ V に対して、A,B 間の辺数を e(A,B) とかく。つまり

e(A,B) = #{ab ∈ E : a ∈ A, b ∈ B}である。Gの辺拡大率 Φ(G)を

Φ(G) := min

{
e(A, V \A)

|A| : A ⊂ V, 1 ≤ |A| ≤ |V |/2
}

と定める。G の最大次数を ∆(G) とかく。n 頂点グラフ Gn の列 {Gn} が定数次数エ
クスパンダであるとは、定数 n0,Φ,∆ が存在して、n ≥ n0 ならば Φ(Gn) ≥ Φ かつ
∆(Gn) ≤ ∆をみたすことをいう。
n 頂点グラフ G に距離 d と一様確率測度 P を入れる。すなわち、a, b ∈ V の対して

d(a, b)は aと bを結ぶ最短パスの辺数、A ⊂ V に対して P (A) = |A|/nである。さらに
Aの t近傍 At を {v ∈ V : ある a ∈ V が存在して d(v, a) ≤ t} と定める。

定理 5.12. 定数 0 < Φ ≤ ∆ が与えられ、n 頂点グラフ G = (V,E) が Φ(G) ≤ Φ かつ
∆(G) ≤ ∆をみたすとする。このとき A ⊂ V が P (A) ≥ 1

2
をみたせば、任意の t > 0に

対して
1− P (At) ≤

1

2
exp(−2tΦ/∆)

が成り立つ。

証明. V の分割 V = B0 tB1 t · · · を B0 := A, i ≥ 1に対して Bi := Ai \ Ai−1 と定め
る。さらに ei := e(Bi, Bi+1), Ci := V \Ai とおく。tに関する帰納法で

1− P (At) ≤
1

2

(
∆− Φ

∆+Φ

)t
(5.13)

を示す。これがいえると

1

2

(
∆− Φ

∆+Φ

)t
=

1

2

(
1− 2Φ

∆+ Φ

)t
<

1

2

(
1− 2Φ

∆

)t
<

1

2
exp(−2tΦ/∆)

から目標の評価が得られる。bi := |Bi|, ci := |Ci|とおく。
t = 1のとき、

∆b1 ≥ e0 + e1, e0 ≥ Φ(b1 + c1), e1 ≥ Φc1

より、∆b1 ≥ Φ(b1 +2c1), すなわち (∆−Φ)b1 ≥ 2Φc1 である。これと b1 + c1 ≤ n/2か
ら (∆− Φ)(n/2− c1) ≥ (∆− Φ)b1 ≥ 2Φc1 である。これを整理すると

1− P (A1) = P (C1) =
c1
n

≤ 1

2

(
∆− Φ

∆+Φ

)
を得る。
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次に t− 1まで (5.13)が成り立つと仮定する。つまり
ct−1

n
=
bt + ct
n

≤ 1

2

(
∆− Φ

∆+Φ

)t−1

である。t = 1の場合と同様に
∆bt ≥ et−1 + et, et−1 ≥ Φ(bt + ct), et ≥ Φct

から ∆bt ≥ Φ(2bt + ct)を得る。これと帰納法の仮定から

1− P (At) =
ct
n

≤ 1

2

(
∆− Φ

∆+Φ

)t
がしたがう。

5.3.4 球面の測度集中
部分集合 A,B ⊂ Rn に対して A + B := {a + b : a ∈ A, b ∈ B}と定める。Aまたは

B が空集合のときは、A+B も空集合と定める。

補題 5.1. 非空な可測集合 A,B ⊂ Rに対して µ∗(A+B) ≥ µ(A) + µ(B)が成り立つ†8。
ただし µはルベーグ測度、µ∗ は外測度をあらわす。

証明. A,B がコンパクトのときは、A + B もコンパクトで可積分である。この場合は平
行移動して maxA = 0 = minB とすると、A ∩B = {0},

A+B ⊃ (A+ {0}) + ({0}+B) = A ∪B

である。したがって µ(A+B) ≥ µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B)を得る。
一般に可測集合は内側からコンパクト集合で近似できる。つまり Aが可測で µ(A) = a

のとき、任意の ϵ > 0 に対して測度が a − ϵ 以上の A のコンパクトな部分集合が存在す
る。そこで A,B のかわりにこのようなコンパクト部分集合を考えることで目標の不等式
が得られる。

定理 5.13 (Prékopa–Leindler の不等式). Rn 上の非負可測実数値関数 m, f, g と実数
t ∈ (0, 1)が与えられ、任意の x, y ∈ Rn について

m((1− t)x+ ty) ≥ f(x)1−tg(y)t (5.14)

を仮定する。このとき ∫
m ≥

(∫
f

)1−t(∫
g

)t
(5.15)

が成り立つ。ただし積分は全空間 Rn でおこなう。

†8 A,B が可測でも A+B は可測とはかぎらない。
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証明. m, f, g が有界で、積分値が有限の場合が本質的なので、このことを仮定する。また
f, g をそれぞれ f/ sup f , g/ sup g で置きかえる†9ことで、はじめから sup f = sup g = 1

と仮定してよい。
定理を次元 n に関する帰納法で証明する。はじめに n = 1 の場合を示す。f のレベル
集合を Fz := {x ∈ R : f(x) ≥ z}と定め、|Fz|でその長さ（測度）をあらわす。このとき
ルベーグ積分の定義（あるいはフビニの定理）から∫

R
f(x) dx =

∫ 1

0

|Fz| dz

であり、同様のことがm, g についても成り立つ。(5.14)により、f(x) ≥ z かつ g(x) ≥ z

ならばm((1− t)x+ ty) ≥ z だから

Mz ⊃ (1− t)Fz + tGz

である。この右辺の Fz, Gz は 0 ≤ z < 1のとき空でない†10から、補題 5.1により

|Mz| ≥ (1− t)|Fz|+ t|Gz|

がしたがう。これを 0から 1まで積分すると∫
R
m(x) dx = (1− t)

∫
R
f(x) dx+ t

∫
R
g(x) dx

であり、右辺に AM/GM不等式†11を適用して (5.15)の n = 1の場合を得る。
次に定理が n − 1 まで正しいと仮定して、m, f, g が Rn 上の関数の場合を扱う。f か
ら n− 1変数関数 fz を fz(x1, . . . , xn−1) := f(x1, . . . , xn−1, z)と定め、同様に gz,mz も
定める。(x1, . . . , xn−1, z) を (x, z) と略記し、c := (1 − t)a + tb とおくと、(5.14) より
m((1− t)(x, a) + t(y, b)) ≥ f(x, a)1−tg(y, b)t, つまり

mc((1− t)(x) + ty) ≥ fa(x)
1−tgb(y)

t

である。したがって帰納法の仮定から∫
Rn−1

mc ≥
(∫

Rn−1

fa

)1−t(∫
Rn−1

gb

)t
(5.16)

を得る。ここで 1 変数関数 F を F (a) :=
∫
Rn−1 fa と定め、同様に Gb,Mc も定めると、

(5.16)はM(c) =M((1− t)a+ tb) ≥ F (a)1−tG(b)t とかける。これに既に示した帰納法

†9 この置き換えで (5.14)および結論の不等式の右辺の値は変化しない。
†10 このために sup f = sup g = 1とした。
†11 p, q > 0, t ∈ (0, 1)のとき (1− t)p+ tq ≥ p1−tqt.
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の n = 1の場合を適用すると ∫RM ≥
(∫

R F
)1−t (∫

RG
)t である。ここでフビニの定理か

ら ∫R F =
∫
R(
∫
Rn−1 fa) =

∫
Rn f 等に注意すると∫
Rn

m ≥
(∫

Rn

f

)1−t(∫
Rn

g

)t
を得る。

補題 5.2. 任意のコンパクト集合 A,B ⊂ Rn と任意の実数 s ∈ (0, 1)に対して

µ((1− s)A+ sB) ≥ µ(A)1−sµ(B)s (5.17)

が成り立つ†12。ただし µはルベーグ測度をあらわす。

証明. A の特性関数を f : Rn → R とすると µ(A) =
∫
Rn f である。同様に B の特性

関数を g とし、C := (1 − s)A + sB とおいてその特性関数を m とする。f(x) = 1

かつ g(y) = 1 ならば m((1 − s)x + sy) = 1 だから、任意の x, y ∈ Rn について
m((1 − s)x + sy) ≥ f(x)1−sg(s)t が成り立つ。したがって定理 5.13 から (5.17) を得
る。

n− 1次元単位球面 Sn−1 上の一様確率測度を Pとする。t > 0と A ⊂ Sn−1 に対して、
At で A からのユークリッド距離が t 以下の Sn−1 上の点全体をあらわす。At を A の t

近傍という。

定理 5.14 (球面の測度集中). 任意の t > 0と任意の A ⊂ Sn−1 に対して、もし P[A] ≥ 1
2

ならば、1− P[At] ≤ 2 exp(−t2n/4)が成り立つ†13。

証明. Sn−1 に対応する球体 Bn の中心を原点とし、C := Sn−1 \At とおく。このとき任
意の a ∈ Aと c ∈ C について |a− c| ≥ tである。Ãで Aの点と原点を結ぶ線分上の点全
体をあらわすと、P[A] = µ(Ã)/µ(Bn)である。
まずミンコフスキー和 1

2
(Ã + C̃)が、原点中心で半径 1 − t2/8の n次元球体に含まれ

ることを示そう。つまり任意の x̃ ∈ Ãと ỹ ∈ C̃ について∣∣∣∣ x̃+ ỹ

2

∣∣∣∣ ≤ 1− t2

8
(5.18)

を示す。x, y ∈ Aを用いて x̃ = αx, ỹ = βy とあらわす。ただし、0 < α ≤ β < 1として
よい。原点、x, z := x+y

2
を頂点とする直角三角形において、|x| = 1と |z − x| ≥ t

2
より

|z| ≤
√

1− (t/2)2 ≤ 1− (t2/8)

†12 Aまたは B は空集合でもよい。
†13 実は右辺は

√
π

8
exp(−t2n/2)に改善できる [11]。
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が成り立つ。三角不等式から∣∣∣∣ x̃+ ỹ

2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣αx+ βy

2

∣∣∣∣ = ∣∣∣αx+ y

2
+ (β − α)

y

2

∣∣∣ ≤ α
∣∣∣x+ y

2

∣∣∣+ (β − α)
∣∣∣y
2

∣∣∣
≤ α |z|+ 1− α

2
≤ α

(
1− t2

8

)
+

1− α

2
= α

(
1

2
− t2

8

)
+

1

2
≤ 1− t2

8
,

すなわち (5.18)が示された。
次に Ã, C̃ に補題 5.2を (s = 1

2
として)適用すると(

1− t2

8

)n
µ(Bn) ≥ µ

(
1

2
(Ã+ C̃)

)
≥
√
µ(Ã)µ(C̃)

= µ(Bn)
√

P[A]P[C] ≥ µ(Bn)

√
1

2
P[C],

つまり
1− P[At] = P[C] ≤ 2

(
1− t2

8

)2n

≤ 2 exp(−t2n/4)

を得る。

定理 5.15 (Brunn–Minkowski). 任意の非空コンパクト集合 A,B ⊂ Rn に対して
µ(A+B)1/n ≥ µ(A)1/n + µ(B)1/n

が成り立つ。

証明. µ(A) = 0 または µ(B) = 0 ならば目標の不等式は自明なので、µ(A) > 0 か
つ µ(B) > 0 とする。α = µ(A)1/n, β = µ(B)1/n, s = β/(α + β), A′ = (1/α)A,

B′ = (1/β)B とおく。A′, B′ に補題 5.2を適用する。まず

(1− s)A′ + sB′ =
α

α+ β
A′ +

β

α+ β
B′ =

1

α+ β
(A+B)

より、(5.17)の左辺は µ((1− s)A′ + tB′) = (α+ β)−nµ(A+B)である。次に µ(A′) =

α−nµ(A) = 1,同様に µ(B′) = 1より、(5.17)の右辺は 1である。したがって µ(A+B) ≥
(α+ β)n, つまり µ(A+B)1/n ≥ α+ β = µ(A)1/n + µ(B)1/n を得る。

B を Rn の単位球体とし、その体積を v(B) とかく。t > 0 に対して、B の t 近傍 Bt

を B からの距離が t以内の点全体と定める。このとき、コンパクト集合 A ⊂ Rn が B と
等積、つまり v(A) = v(B) ならば、v(At) ≥ v(Bt) が成り立つ。これを確かめるため、
Bt = B + tB より、v(Bt) = (1 + t)nv(B)であることに注意すると、定理 5.15より、

v(At) = v(A+ tB) ≥ (v(A)1/n + v(tB)1/n)n = (v(B)1/n + v(tB)1/n)n

= ((1 + t)v(B)1/n)n = v(Bt)

を得る。これは等周定理とよばれる結果の典型であって、定理 5.10 はこれの離散版のひ
とつである。
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5.3.5 Johnson–Lindenstraussの平坦化補題
単位球面 Sn−1 は Rn のユークリッド距離によって距離空間とみなせる。Sn−1 上の実
数値関数 f がリプシッツ連続であるとは、任意の x, y ∈ Sn−1 について

|f(x)− f(y)| ≤ |x− y|

をみたすことをいう。確率論の習慣にしたがって P[{x ∈ Sn−1 : f(x) ≥ m}]を P[f ≥ m]

等と略記し、{x ∈ Sn−1 : f(x) ≥ m}を (f ≥ m)ともかく。

定理 5.16 (Lévyの補題). 関数 f : Sn−1 → Rがリプシッツ連続ならば、あるm ∈ Rが
存在して任意の t ∈ (0, 1]について

P (|f −m| > t) ≤ 4 exp(−t2n/4)

が成り立つ。

証明. ある mが存在して、L := (f ≤ m)および H := (f ≥ m)の両者の測度が 1/2以
上になる。実際、中央値m := sup{P[f ≤ z] ≤ 1

2
}をとればよい。

Lの t近傍を Lt とかくとき、任意の x ∈ Lt について

f(x) ≤ m+ t (5.19)

が成り立つとしよう。このとき Lt ⊂ (f ≤ m+ t)より

P[f > m− t] = 1− P[f ≤ m+ t] ≤ 1− P[Lt]

であり、右辺は定理 5.14から ≤ 2 exp(−t2n/4)と評価できる。
そこで (5.19)を示そう。x ∈ Lt とすると、ある y ∈ Lが存在して |x − y| ≤ t および

f(y) ≤ mをみたす。さらに f がリプシッツ連続であることも用いると

f(x)−m ≤ f(x)− f(y) ≤ |f(x)− f(y)| ≤ |x− y| ≤ t

を得る。同様に H を用いて P[f < m+ t] ≤ 2 exp(−t2n/4)もしたがう。

単位球面 Sn−1 上の点 x = (x1, . . . , xn)から、先頭 k個の座標が張る k次元空間 L0 へ
の正射影を ϕ(x) = (x1, . . . , xk)とし、その長さを

f(x) = |ϕ(x)| =
√
x21 + · · ·+ x2k

とおく。f : Sn−1 → Rはリプシッツ連続である。次の補題はMaoušekによる？
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補題 5.3. 任意の n > k に対して、あるmが存在して、任意の t > 0に対して

P[|f −m| > t] ≤ 4 exp(−t2n/4)

が成り立つ。さらに任意の c1 > 4, 0 < c2 < 1 − 2/
√
c1 に対して、ある n0 が存在して、

任意の n ≥ n0 に対して、k ≥ c1 log nならばm ≥ c2
√
k/nが成り立つ。

証明. 前半の主張は定理 5.16からただちにしたがう。
後半の主張を示すため、E[f2]を評価してmの下界を得よう。x ∈ Sn−1を一様ランダム
に選ぶとき、1 = E[|x|2] =

∑n
i=1[x

2
i ]と対称性から E[x2i ] = 1/n, したがって E[f2] = k/n

である。ここで任意の t > 0に対して、P[f ≤ m+ t] ≤ 1, P[f > m+ t] ≤ 2 exp(−t2n/4)
および maxx f(x)

2 ≤ 1から、
k

n
= E[f2]

≤ P[f ≤ m+ t](m+ t)2 + P[f > m+ t]max
x

f(x)2

≤ (m+ t)2 + 2 exp(−t2n/4)

を得る。t =
√

4k/(c1n) とおくと t2n/4 = k/c1 ≥ log n より exp(−t2n/4) ≤ 1/n だ
から、

k

n
≤ (m+ t)2 +

2

n
,

すなわち
m ≥

√
k − 2

n
− t =

√
k

n

(
1− 2√

c1
− o(1)

)
> c2

√
k

n

がしたがう。

補題 5.3では Sn−1からL0への正射影を考えたが、L0を任意の k次元部分空間L ⊂ Rn

に取りかえても同じ結論が得られる。ここでは Lが固定され、x ∈ Sn−1 が一様ランダム
に選ばれた。逆に x ∈ Sn−1 を固定して、Lを一様ランダムに選ぶことも考えられる。つ
まり Lとして、一様ランダムに選んだ回転 ρを L0 に施したものをとる。これは回転全体
SO(n)に適切な確率測度（ハール測度）を入れることで実現できる。この測度を PH とか
き、ρ ∈ SO(n)に対して ϕρ で Sn−1 から L = ρ(L0)への正射影をあらわすと、補題 5.3

の結果は固定した x ∈ Sn−1 について

PH [{ρ ∈ SO(n) : ||ϕρ(x)| −m| > t}] ≤ 4 exp(−t2n/4) (5.20)

と書き換えられる。
次の定理は Johnson–Lindenstrauss の平坦化補題とよばれる。これは Rn 上に与えら
れた n 点について、2 点間の距離を「ほとんど」保ったまま、ずっと低い次元 k に埋
め込めることを主張する。つまり 2 点間の距離の 1 ± ϵ 倍程度の歪みを許容するなら、
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k ∼ ϵ−2 log nの次元の空間に n点配置を実現できる。証明のアイデアは単純で、Rn の k

次元部分空間 Lを「ランダムに」選び、与えられた n点を Lに正射影するだけである。

定理 5.17 (Johnson–Lindenstrauss). 任意の ϵ ∈ (0, 1)と {p1, . . . , pn} ⊂ Rn に対して、
ある k = Ω(ϵ−2 log n)と {q1, . . . , qn} ⊂ Rk が存在して、

(1− ϵ) |pi − pj | ≤ |qi − qj | ≤ (1 + ϵ) |pi − pj |

が任意の 1 ≤ i < j ≤ nについて成り立つ。

証明. k 次元部分空間 L = ρ(L0) ⊂ Rn を一様ランダムに選び、Sn−1 から Lへの正射影
を ϕρ とする。(5.20)で定まるmをとり、1 ≤ i < j ≤ nについて

Ai,j := {ρ : (1− ϵ)m |pi − pj | ≤ |ϕρ(pi)− ϕρ(pj)| ≤ (1 + ϵ)m |pi − pj |}

とおく。ϕρ は線形なので、ϕρ(pi)− ϕρ(pj) = ϕρ(pi − pj)であり、u = pi − pj とおくと

Ai,j = {ρ : (1− ϵ)m |u| ≤ |ϕρ(u)| ≤ (1 + ϵ)m |u|}

とかける。さらに |u| = 1としてよいから、u ∈ Sn−1 を固定して Ai,j のかわりに

A = {ρ : (1− ϵ)m ≤ |ϕρ(u) ≤ (1 + ϵ)m} = {ρ : ||ϕρ(u)| −m| ≤ ϵm}

とおく。このとき

PH [ρ 6∈ A] < 1/n2 (5.21)

を示そう。これがいえると、ペア i, j の総数が (
n
2

) であることと union bound から、
PH [

⋂
1≤i<j≤nAi,j ] > 0 である。この条件をみたす ρ を選び、各 i について qi :=

ϕρ(pi)/mとおくと定理の不等式がしたがう。
さて (5.21)であるが、(5.20)で t = ϵmとおくと

PH [ρ 6∈ A] ≤ 4 exp(−ϵ2m2n/4)

である。さらに補題 5.3 において k ≥ 36ϵ−2 log n とし n を十分大きくとると m ≥
1
2

√
k/nとできる。このとき ϵ2m2n/4 ≥ ϵ2k/16 ≥ (9/4) log nだから、

4 exp(−ϵ2m2n/4) ≤ 4n−9/4

を得る。右辺は n > 256ならば 1/n2 より小さい。つまり (5.21)が成り立つ。
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5.3.6 マルチンゲールと置換の測度集中
Ωを有限集合、(Ω,F ,P)を確率空間、f を確率変数とする。σ 代数の列

F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fn = F (5.22)

が与えられ、F0 = {∅,Ω}, Fn = 2Ω とする。このとき、確率変数の列 f0, f1, . . . , fn が各
iについて fi = E[fi+1|Fi]をみたせば、列 fi を {Fi}によるマルチンゲールという。特
に確率変数 f に対して fi := E[f |Fi]と定めると、列 f0, f1, . . . , fn (f0 = E[f ], fn = f)

は {Fi}によるマルチンゲールである†14。
以下ではさらに

Ωの分割 Ω0,Ω1, . . . ,Ωn があり、Ωi+1 は Ωi の細分で、Fi = 2Ωi (5.23)

を仮定する。例えば Ω = {1, 2, 3}で、

Ω0 = {{1, 2, 3}}, F0 = {∅,Ω},
Ω1 = {{1}, {2, 3}}, F1 = {∅, {1}, {2, 3},Ω},

Ω2 = Ω, F2 = 2Ω

などである†15。Ωi の要素をアトムとよぶ。上の例では Ω0, Ω1, Ω2 のアトムの個数はそ
れぞれ 1, 2, 3である。一般に ω ∈ A ∈ Fi ならば、任意の確率変数 g に対して

E[g|Fi](ω) =
1

|A|
∑
a∈A

g(a)

が成り立つ。（これを条件付き期待値の定義として、以下を読んでもよい。）さらに

E[E[g|Fi]] = E[g],
E[hg|Fi] = hE[g|Fi]

などが成り立つ。ただし hは Fi 可測、すなわち任意の区間 I ⊂ Rに対して h−1(I) ∈ Fi
とする。次の補題は吾妻一興（あづまかずおき）による結果 [8]の特別な場合である。こ
の不等式から、列 E[f ] = f0, f1, . . . , fn = f において、隣り合う確率変数の差が小さけれ
ば、f はその平均から大きく離れないことがわかる。

†14 これを Doob のマルチンゲールという。なお、この定義や以下に述べる補題 5.4 は、Ω が有限集合
でない場合も適切な設定と解釈のもとで正当化できて、むしろ確率論ではその場合が本質的である。
Ωが有限の場合には、期待値の計算に有限個の足し算しか現れず、積分に関するあらゆる面倒を避け
られる。また定理 5.18 の証明にはそれで十分である。しかしマルチンゲールは組合せ論においても
強力な手法なので、興味をもたれた読者はぜひ標準的な確率論の教科書（例えば [10]）を参照された
い。

†15 厳密には Ωn = {{i} : i ∈ [n]}とすべきだが、これを Ωと同一視する。
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補題 5.4. Ωを有限集合、(Ω,F ,P)を確率空間、f を確率変数とする。(5.22), (5.23)に
よるマルチンゲール f0, . . . fn において、di := fi − fi−1, ci := maxω∈Ω |di(ω)|とおく。
このとき任意の t > 0について

max {P [f − E[f ] ≥ t] , P [f − E[f ] ≤ −t]} ≤ exp

(
− t2

2
∑n

i=1 c
2
i

)
が成り立つ†16。

証明. mi := fi − f0 とおくと、m0 = 0, mn = f − E[f ], mi −mi−1 = di である。ci の
定義と (5.10)を用いると、λ > 0と任意の ω ∈ Ωに対して

eλdi(ω) ≤
(
eλci + e−λci

)
/2 ≤ eλ

2c2i /2,

よって E[eλdi |Fi−1] ≤ eλ
2c2i /2 である。ここから

E[eλmn |Fn−1] = E[eλdneλmn−1 |Fn−1] = eλmn−1E[eλdn |Fn−1] ≤ eλmn−1eλ
2c2i /2

を得る。したがって

E[eλmn ] = E[E[eλmn |Fn−1]] ≤ E[eλmn−1eλ
2c2n/2] = eλ

2c2n/2E[eλmn−1 ]

が成り立つ。これを繰り返して

E[eλmn ] ≤ eλ
2c2n/2E[eλmn−1 ] ≤ eλ

2c2n/2eλ
2c2n−1/2E[eλmn−2 ]

≤ · · · ≤ eλ
2(c2n+c2n−1+···+c21)/2E[eλm0 ] = eλ

2 ∑n
i=1 c

2
i /2

がしたがう。これとマルコフの不等式から

P[mn ≥ t] = P[eλmn ≥ eλt] ≤ e−λtE[eλmn ] ≤ e−λt+λ
2 ∑n

i=1 c
2
i /2

であるが、ここで λ := t/
∑n

i=1 c
2
i とおくと

P[mn ≥ t] ≤ exp

(
− t2

2
∑n

i=1 c
2
i

)
である。P[−mn ≥ t]についても同じ評価が成り立つ。

正整数 nを固定する。全単射 σ : [n] → [n]を n文字の置換とよび、その全体を Sn と
かく。|Sn| = n!である。ここでは Sn を n文字の順列の集合と捉え、群構造は考慮しな
い。Sn に一様な測度を入れる。つまり A ⊂ Sn に対して

P[A] := |A|/n!

†16 したがって union bound から P [|f − E[f ]| ≥ t] ≤ 2 exp

(
− t2

2
∑n

i=1
c2
i

)
がしたがう。
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とおく。また正規化されたハミング距離 dを σ, ρ ∈ Sn に対して

d(σ, ρ) := #{i : σ(i) 6= ρ(i)}/n

と定める。さらに U ⊂ Sn, t > 0に対して

d(σ, U) := min{d(σ, ρ) : ρ ∈ U},
Ut := {σ ∈ Sn : d(σ, U) ≤ t}

とおく。

定理 5.18 (Maurey [9]). 任意の U ⊂ Sn と t > 0に対して、

P[U ] (1− P[Ut]) ≤ exp

(
− t

2n

32

)
が成り立つ。特に P[U ] ≥ 1

2
ならば 1− P[Ut] ≤ 2 exp

(
−t2n/32

)である。
証明. Sn にマルチンゲールを構成する。Ω = [n]とし、1 ≤ j < nに対して Ωの分割 Ωj

をアトム Ai1,...,ij の集合とする。ここで i1, . . . , ij は相異なる添字で、

Ai1,...,ij := {σ ∈ Sn : σ(1) = i1, . . . , σ(j) = ij}

とする。つまり Ai1,...,ij は先頭 j 文字を指定した文字列集合で、|Ωj | =
(
n
j

)
j! である。

Ω0 := {Ω}, Ωn := Ω とし、0 ≤ j ≤ n に対して Fj := 2Ωj とおく。このとき列 (5.22)

と確率空間 (Ω,Fn,P) 上の任意の確率変数 f から fj := E[f |Fj ] はマルチンゲールを定
める。
ここで U ⊂ Sn を固定し、あらためて f を f(σ) := d(σ, U) と定義する。このとき

dj := fj − fj−1 とおくと任意の σ ∈ Ωについて

|dj(σ)| ≤
2

n
(5.24)

が成り立つ。まずこれを仮定して、ここから定理がしたがうことを確認しよう。cj := 2
n
,

µ := E[f ]とおいて補題 5.4を適用すると、任意の t > 0について

max{P[f − µ ≥ t], P[f − µ ≤ −t]} ≤ exp

(
− t

2n

8

)
(5.25)

である。U = {σ ∈ Ω : f(σ) = 0} ⊂ {σ ∈ Ω : f(σ) − µ ≤ −µ} に注意して、
(5.25) で t := µ とおくと、P[U ] ≤ P[f − µ ≤ −µ] ≤ exp(−µ2n/8) を得る。よって
ρ := P[U ] とおくと、µ ≤

√
8
n
log 1

ρ
である。この右辺を t0 と定め、再び (5.25) から

P[f − t0 ≥ t] ≤ P[f −µ ≥ t] ≤ exp(−t2n/8), さらに t ≥ t0 ならば tを t− t0 で置き換え
て P[f ≥ t] ≤ exp

(
−(t− t0)

2n/8
)を得る。そこで、t ≥ 2t0の場合には、(t− t0)2 ≥ t2/4

を用いて
1− P[Ut] = P[f ≥ t] ≤ exp

(
−t2n/32

)
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がしたがう。次に 0 < t ≤ 2t0 の場合には、t0 の定義により

P[U ] = ρ = exp(−t20n/8) ≤ exp(−t2n/32)

である。まとめると、P[U ]と 1− P[Ut]はどちらも 1以下であり、どんな t > 0に対して
も、少なくとも片方は exp(−t2n/32)以下である。つまり (5.24)を仮定すると、定理の不
等式が得られた。
最後に (5.24) を示す。σ ∈ A = Ai1,...,ij−1 ∈ Ωj−1 とする。A は Ωj のアトム B =

Ai1,...,ij−1,r, C = Ai1,...,ij−1,s 等によって、A = B tC t · · · のように分割される。この
とき全単射 ϕ : B → C で、任意の b ∈ B について d(b, ϕ(b)) = 2

n
となるものがある。実

際、b における r, s の位置を交換したものを ϕ(b) とすればよい。つまり、b(k) = s とし
て、c := ϕ(b) ∈ C を c(j) := s, c(k) := r, i 6∈ {j, k} ならば c(i) := b(i) と定める。さ
らに |f(b) − f(c)| ≤ 2

n
が成り立つ。これをみるために、f(b) = d(b, x), f(c) = d(c, y),

x, y ∈ T としよう。一般性を失わず f(b) ≥ f(c) としてよい。このとき三角不等式に
より、

f(b)− f(c) = d(b, x)− d(c, y) ≤ d(b, y)− d(c, y) ≤ d(b, c) =
2

n

である。つまり各 b ∈ B について

|f(b)− f(ϕ(b))| ≤ 2

n
(5.26)

が成り立つことが確かめられた。さて σ ∈ B とすると、定義から

fj(σ) =
1

|B|
∑
b∈B

f(b), fj(ϕ(σ)) =
1

|C|
∑
c∈C

f(c)

である。これと (5.26)から
|fj(b)− fj(ϕ(b))| ≤

2

n

を得る。したがって Aが |A|/|B|個の Ωj のアトムに分割されることに注意すると

fj−1(σ) =
1

|A|
∑
a∈A

f(a) =
1

|A|

(∑
b∈B

f(b) +
∑
c∈C

f(c) + · · ·

)

=
|B|
|A| (fj(σ) + fj(ϕ(σ)) + · · · )

≤ |B|
|A|

(
fj(σ) +

(
fj(σ) +

2

n

)
+ · · ·

)
≤ fj(σ) +

2

n
,

つまり fj−1(σ)− fj(σ) ≤ 2
n
, 同様に fj−1(σ)− fj(σ) ≥ − 2

n
も得られる。

定理 5.18 の証明は Milman–Schechtman の [11] および McDiarmid の [12] を参考に
した。
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