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2X := {F : F ⊂ X },(
X

k

)
:= {F ⊂ X : |F | = k },

[n] := {1, 2, . . . , n},

F ⊂ 2X は頂点集合X 上のハイパーグラフ
F ⊂

(X
k

)は頂点集合X 上の k グラフ
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F ⊂ 2[n]が交差族 ⇐⇒ F ∩ F ′ , ∅ for [F , F ′ ∈ F

問：このとき |F |の最大値は？
例：n = 3, F = {{1}, {1, 2}, {1, 3}, {1, 2, 3}}
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答：F ⊂ 2[n]が交差族ならば |F | ≤ 2n−1である。
等号の例 {F ⊂ [n] : 1 ∈ F }, 他にも

{F ⊂ [n] : |F ∩ [2i + 1] | ≥ i + 1}.
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1. Erdős–Ko–Rado
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問：F ⊂
([n]
k

)が交差族のとき、|F |の最大値は？
• n < 2k なら ([n]

k

)は交差族
• n ≥ 2k のときは？
• {F ∈

([n]
k

)
: 1 ∈ F }はサイズ (n−1

k−1
)の交差族

定理 (Erdős–Ko–Rado, 1930s)

n ≥ 2k でF ⊂
([n]
k

)が交差族ならば |F | ≤
(n−1
k−1

)
.

さらに n > 2k ならサイズ最大の交差族は一点を固定する。
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Kneserグラフ G = (V , E )を次で定義：
V =

([n]
k

)
, E = {{u,v } : u ∩ v = ∅}.

• U ⊂ V が独立集合 ⇐⇒ U 内に辺がない
⇐⇒ U は交差族

• Gの隣接行列Aの行、列をV に対応させ、
(A)u,v は {u,v } ∈ E なら 1, そうでなければ 0.

• グラフの固有値から、独立集合U のサイズの上
界がわかる。(Hoffman’s ratio bound 1974?)

|U | ≤ −λmin

λmax − λmin
|V |
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例: V =

(
[5]
2

)
45
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12 13 23 14 24 34 15 25 35 45

12 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1

13 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1

· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·
45 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0

• det(xI10 − A) = (x − 3) (x − 1)5(x + 2)4.
• λmax = 3, λmin = −2.
• ratio boundは

−λmin

λmax − λmin
|V | = 2

3 + 2
· 10 = 4.
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一般の場合
Kneserグラフ G = (V , E ):

V =
([n]
k

)
, E = {{u,v } : u ∩ v = ∅}.

• λmax =
(n−k

k

)
, λmin = −

(n−k−1
k−1

)
.

• ratio bound =
−λmin

λmax − λmin
|V | =

(
n − 1

k − 1

)
.

ここからEKRの定理の不等式が得られる。
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EKRのq類似
• Vn : Æq上の n次元ベクトル空間
•

[
Vn

k

]
: Vnの k 次元部分空間全体、F ⊂

[
V
k

]
• F が交差族 ⇔ dim(F ∩ F ′) ≥ 1 for [F , F ′ ∈ F

先と全く同じ方法で次がわかる。
定理 (qEKR, Frankl–Wilson 1986)

n ≥ 2k でF ⊂
[
Vn

k

]が交差族ならば |F | ≤
[
n−1
k−1

]
.
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2. Ratio Boundの証明
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ratio boundの証明
G = (V , E )は正則グラフ、U ⊂ V は独立集合。
このとき

|U | ≤ −λmin

λmax − λmin
|V |.
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ratio boundの証明
G = (V , E )は正則グラフ、N := |V |,
U ⊂ V は独立集合。AはGの隣接行列。

• Aの固有ベクトル v1, . . . , vN をONBにとる。
• ⟨vi , vj ⟩ = δi ,j . Avi = λivi . v1 =

1√
N
1とする。

• U の特性ベクトル 1U ∈ {0, 1}V を
1U =

∑
αivi と展開。

|U | = ⟨1u , 1u⟩ = ⟨
∑

αivi ,
∑

αj vj ⟩ =
∑

α2
i ,

|U | = ⟨1u , 1⟩ = ⟨
∑

αivi ,
√
N v1⟩ =

√
Nα1,

⟨A1U , 1U ⟩ =
∑
x ,y

(A)x ,y (1U )y (1U )x = 0.
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∑
α2
i = |U |, α2

1 = |U |2/N , ⟨A1U , 1U ⟩ = 0.

⟨A1U , 1U ⟩ = ⟨
∑

αiλivi ,
∑

αj vj ⟩

= α2
1λ1 +

(
α2
2λ2 + · · · + α2

NλN

)
≥ α2

1λ1 + λmin

(
α2
2 + · · · + α2

N

)
= α2

1λ1 + λmin

(∑
α2
i − α2

1

)
.

まとめると　 |U | ≤ −λmin

λ1 − λmin
N . (証明終わり)

• 連結 d 正則グラフならばλ1 = d = λmax.

• 等号成立⇔ 1U ∈ span{1, λminの固有ベクトル }.
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3. 測度版EKR
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重み付きのサイズ（測度版）
p ∈ (0, 1), Ω = 2[n]とおく。F ∈ Ωの重みを

w (F ) := p |F | (1 − p)n−|F |,

測度 µp : 2Ω → [0, 1]を µp (F ) :=
∑
F ∈F

w (F ) と定義。

• µp (Ω) = ∑n
k=0

(n
k

)
pk (1 − p)n−k = 1,

• F0 = {F ∈ 2[n] : 1 ∈ F }なら µp (F0) = p.

定理 (測度版EKR)

p ≤ 1
2でF ⊂ 2[n]が交差族ならば µp (F ) ≤ p.
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• p ≤ 1
2でF ⊂ 2[n]が交差族なら µp (F ) ≤ p.

• k
n ≤ 1

2でF ⊂
([n]
k

)が交差族なら |F |/
(n
k

)
≤ k

n .

p ∼ k
n で測度版EKRとEKRの間に対応がある。

問題：この二つを特別な場合に含む定理は？
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測度版EKRを ratio boundから得る
には？
隣接行列Aの拡張
ratio boundの証明に使ったこと：

• Aの行和は一定（A1 = λ1).

• ⟨A1U , 1U ⟩ =
∑(A)x ,y (1U )x (1U )y = 0.

x / y なら (A)x ,y = 0が必要だが、x ∼ y なら (A)x ,y
の値は 1でなくてもよい。
行和が一定で、x / yなら (A)x ,y = 0をみたす行列を
改めて「隣接行列」とよぶ。
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測度版EKRに対応するグラフG = (V , E )

V = 2[n], E = {{u,v } : u ∩ v = ∅}.

n = 1 n= 2
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測度版EKRに対応するグラフG = (V , E )

V = 2[n], E = {{u,v } : u ∩ v = ∅}.

U ⊂ V を独立集合, Aを隣接行列とする。
ratio boundが機能するには次を満たしてほしい：

• A1 = 1

• λmax = 1, λmin = − p
1−p

• ⟨Ax, y⟩ = ⟨x,Ay⟩

そんなAと内積を見つけたい。(Friedgutのアイデア)
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測度版EKRに対応するグラフG = (V , E )

V = 2[n], E = {{u,v } : u ∩ v = ∅}.

隣接行列Aを
A := A1 ⊗ A1 ⊗ · · · ⊗ A1 (n times)

と定義、ただし

A1 :=

[
1 − p

1−p
p

1−p
1 0

]
.

内積はu, v ∈ ÒV に対して次のように定義：
⟨u, v⟩ :=

∑
x∈V

(u)x (v)x µp (x ).

この設定で ratio boundから測度版EKRがしたがう。20



4. t交差族
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t交差族
F ⊂ 2[n]が t 交差族⇔ |F ∩ F ′| ≥ t for [F , F ′ ∈ F

定理 (測度版 tEKR) p ≤ 1
t+1でF ⊂ 2[n]が t 交差族な

らば µp (F ) ≤ p t .

隣接行列を「うまく」作ると ratio boundから定理が
得られる。

• k グラフ: (EKR 1938, Fnankl 1978) Wilson 1984

• q類似: Frankl–Wilson 1986

• 測度版: (Ahlswede–Khachatrian 1998, Dinur–Safra 2005,

T 2005) Friedgut 2008
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F を t 交差族とする。
• F = {F ⊂ [n] : |F | > (n + t )/2}は t 交差族で
p > 1

2ならば lim
n→∞

µp (F ) = 1.

• 1
t+1 < p ≤ 1

2でF ⊂ 2[n]が t 交差族のとき µp (F )
の最大値は？

Ahlswede–Khachatrianが解決 1997–1999.

定理 F ⊂ 2[n]が t 交差族なら µp (F ) ≤ maxi µp (Fi ),
ただしFi := {F ⊂ [n] : |F ∩ [2i + t ] | ≥ i + t }.

問題：AKの結果の代数的な証明は？
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5. 対称群のEKR
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対称群SnのEKR

F ⊂ Snが交差族
⇐⇒ [σ, τ ∈ F , \i ∈ [n], σ (i ) = τ (i )

定理 F ⊂ Snが交差族ならば |F | ≤ (n − 1)!である。
等号成立のF は Snの 1-cosetに限る。
({σ ∈ Sn : σ (i ) = j }の形のもの)

Deza–Frankl 1977,

Cameron–Ku, Larose–Malvenuto 2003, Godsil–Meagher 2009

固定点を持たない置換 (derangement)全体を
D := {σ ∈ Sn : σ (i ) , i for [i ∈ [n]}

とおく。さらに d := |D |とおく。
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DによるCayleyグラフG = (V , E )を次で定義：
　　V = Sn , E = {{σ, τ} : στ−1 ∈ D }.

つまり σ / τ ⇔ \i ∈ [n], σ (i ) = τ (i )

• U ⊂ V が独立集合 ⇐⇒ U は交差族
• Gは d 正則グラフなので最大固有値は d

• 最小固有値は−d/(n − 1) (Renteln 2007)

ratio boundから |U | ≤ (n − 1)!がしたがう。
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対称群 Snの tEKR

F ⊂ Snが t 交差族
⇐⇒ |{i ∈ [n] : σ (i ) = τ (i )}| ≥ t for [σ, τ ∈ F .

定理 (Ellis–Friedgut–Pilpel 2011)

n ≫ t でF ⊂ Snが t 交差族ならば |F | ≤ (n − t )!で
ある。等号成立のF は Snの t -cosetに限る。
予想 (EFP) 同じことが t ≥ 4, n ≥ 2t + 1で成り立つ。
n > exp(Ct log t )なら正しい。(Ellis-Lifshitz 2022)
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6. 互いに交差する
集合族
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互いに交差する集合族
A,B ⊂ 2[n]が互いに交差する
⇐⇒ A ∩ B , ∅ for [A ∈ A, B ∈ B.

定理 (T 2010, Suda–Tanaka–T 2016)

A,B ⊂ 2[n]とする。1
2 ≥ p1 ≥ p2で、AとBが互い

に交差するなら、µp1 (A)µp2 (B) ≤ p1p2.

• k グラフ: Pyber 1986, Matsumoto–T 1989

• q類似: Suda–Tanaka 2014
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対応する半正定値計画問題を解くことで得られる。

maximize

[
0 1

2∆1J∆2
1
2∆2J∆1 0

]
• X

subject to

[
∆1 0

0 0

]
• X =

[
0 0

0 ∆2

]
• X = 1,

[
0 A

AT 0

]
• X = 0, X ⪰ 0, X ≥ 0.

ただし P • Q := trace(P TQ ), (∆i )u,u = µpi (u), Aは隣接行列。

この主問題に対応する双対問題の最適解を構成し、
弱双対定理を用いる。
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互いに t交差する集合族
A,B ⊂ 2[n]が互いに t 交差する
⇐⇒ |A ∩ B | ≥ t for [A ∈ A, B ∈ B.

問題: 1
t+1 ≥ p1 ≥ p2で、AとBが互いに t 交差する

とき、µp1 (A)µp2 (B) ≤ (p1p2)t であるか？
次の場合はOK.

• p1 = p2 ≤ 1 − 1/ t
√
2 (T 2013)

• p1 = p2, t ≥ 14 (Frankl–Lee–Siggers–T 2014)
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7. 3重交差族
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3重に交差する集合族
F ⊂ 2[n]が 3重交差族
　　　⇐⇒ F1 ∩ F2 ∩ F3 , ∅ for [F1, F2, F3 ∈ F .

• F = {F ⊂ [n] : |F | > 2n/3}は 3重交差族で
p > 2

3ならば lim
n→∞

µp (F ) = 1.

• 3重交差族は (2重)交差族なので、
p ≤ 1

2ならば µp (F ) ≤ p.

定理 F ⊂ 2[n]が 3重交差族で p ≤ 2
3なら µp (F ) ≤ p.

• 測度版: Frankl–T 2003, Filmus–Golubev–Lifshitz 2021

• k グラフ: Frankl 1976

• q 類似: Chowdhury–Patkós 2010
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3グラフ G = (V , E )を次で定義:

　　 V = 2[n], E = {{u,v ,w } : u ∩ v ∩w = ∅}.

• U ⊂ V が独立集合 ⇐⇒ U は 3重交差族
問題: 3グラフの固有値、ratio boundはどうあるべ
きか？

• Filmus–Golubev–Lifshitzは、3グラフから複数の重み付き
グラフを生成し、それらの固有値たちを用いて 3グラフ
の ratio boundを得た。

• FGLの ratio boundから 3重交差族の測度版 EKRを得る。
• FGLの方法 (そのまま)では、k グラフ、q類似は示せない。
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3重に t交差する集合族
F ⊂ 2[n]が 3重 t 交差族
　　　⇐⇒ |F1 ∩ F2 ∩ F3 | ≥ t for [F1, F2, F3 ∈ F .

例: Fi := {F ⊂ [n] : |F ∩ [3i + t ] | ≥ 2i + t }.

予想: F が 3重 t 交差族なら µp (F ) ≤ maxi µp (Fi ).

p0(t ) := 2√
4t+9−1とおくと、

　　 p ≤ p0ならば、maxi (µp (Fi )) = µp (F0) = p t .

定理 (T 2023) t ≥ 15かつ p ≤ p0(t )でF が 3重 t 交差
族ならば、µp (F ) ≤ p t .

さらに p < p0(t )かつ µp (F ) = p t ならば F � F0.

問題： 代数的な証明は？
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