
n次元立方体の中の大きな n次元正則単体

徳重典英

1. 問題と主結果
正方形の中にどのくらい大きな正三角形が入るか。立方体の中にどのくらい大き

な正四面体が入るか。

n次元正則単体 ∆nは n+1の頂点をもち、どの 2点間の距離も等しい図形である。n
次元立方体Qn ∼= [0,1]nは 2n個の頂点をもつ。`∆n, `Qnでそれぞれ一辺の長さが `の
n次元正則単体、n次元立方体を表すことにする。例えば 1Q3は単位立方体である。
上の図から、

√
2∆3 ⊂ 1Q3がわかる。

n次元立方体の中にどのくらい大きな n次元正則単体が入るだろうか。この問題に
ついて考えてみよう。そのために、

f (n) = max{` : `∆n ⊂ 1Qn}
とおく。1Qnの頂点全体は{0,1}nと同一視できる。このうちの二点 (0, . . . ,0), (1, . . . ,1)
は 1Qnの直径を与えるから diam(1Qn) =

√
n,従って f (n) ≤

√
nである。では、適当

な定数 c > 0に大して f (n) > c
√

nが成り立つだろうか。実は、だいたい f (n) >
√

n/2
がいえる。正確には次のことが成り立つ。

定理 1 (Maehara–Ruzsa–T [3]).

∀ε > 0, ∃N0, ∀n > N0,

(
1− ε

2
√

n
)

∆n ⊂ 1Qn.

2. 上界
ここでは f (n)の上界として次の不等式を示す。等号成立の例は次節で扱う。

命題 1.

f (n) ≤
√

n+1
2

(1)
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Proof. `∆n ⊂ 1Qnであると仮定しよう。この `∆nの外接球を S,その半径を r, 1Qnの
外接球を S′,その半径 r′とおく。`∆nの頂点は S′の球体内でかつ Sの球帽上にある。
もし r > r′なら、この球帽の凸包は Sの中心 (従って `∆nの重心)を含まず矛盾が生じ
る。従って r ≤ r′である。これに r′ =

√
n/2と

r = `

√
n

2(n+1)
(2)

を代入して ` ≤
√

n+1
2 すなわち (1)を得る。

(2)を ` =
√

2の場合に示そう。そのために
√

2∆nをRn+1内の超平面 x1 + · · ·+xn+1 =
1上におく。ただし頂点は座標軸上にとり p1 = (1,0, . . . ,0), . . . , pn+1 = (0, . . . ,0,1)と
する。このとき

√
2∆nの重心は ( 1

n+1 , . . . , 1
n+1)だから、ここから頂点 p1までの距離の

二乗は (1− 1
n+1)2 +n( 1

n+1)2 = n2+n
(n+1)2 = n

n+1 となり、(2)が示せた。 �

3. アダマール行列
各成分が±1で、どの二行も直行する正方行列をアダマール行列という。例えば

H =
(

1 1
1 −1

)
はアダマール行列。アダマール行列は任意の行を (−1)倍してもアダマール行列であ
る。この性質を使うと、n次のアダマール行列から、n次のアダマール行列で一列目
が全部 1というものが作れる。
アダマールという性質はクロネッカー積について閉じている。例えば、

H ⊗H =
(

H H
H −H

)
=


1 1 1 1
1 −1 1 −1
1 1 −1 −1
1 −1 −1 1


もアダマール。この行列の 1列目を取り除くと、残った 4本の 3次元横ベクトル

(1,1,1),(−1,1,−1),(1,−1,−1),(−1,−1,1)

は 2
√

2∆3の頂点をなす。さらに 2Q3 = [−1,1]3とみなすことで、2
√

2∆3 ⊂ 2Q3がわ
かる。これと (1)から f (3) =

√
2が従う。一般に次のことが成り立つ。

命題 2 (folklore1).

n+1次のアダマール行列 Hn+1 が存在 ⇐⇒ f (n) =

√
n+1

2

Proof. まず=⇒を示すため、Hn+1が存在すると仮定して、

Hn+1 =


1 u
1 v
...

...
1 w

 (3)

1Schoenberg [4]はこの “readlily established fact”は Coxeterにさかのぼると書いている。より詳し
い文献等については [1]の §4にある。
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とおく。ここで u,v,w等は n次元横ベクトルである。アダマール行列の直交性から
(1,u) ·(1,v) = 0,すなわちu ·v =−1. 従って |u−v|2 = |u|2 + |v|2−2u ·v = n+n−2(−1),
つまり |u − v| =

√
2(n+1). これは Hn+1 の一列目を除いて得られる n + 1本の横

ベクトルたちが
√

2(n+1)∆n の頂点集合をなすことを意味する。この頂点集合は
[−1,1]n ∼= 2Qnの頂点集合に含まれるから、

√
2(n+1)∆n ⊂ 2Qn,すなわち f (n)≥

√
n+1

2
であり、これと (1)より目標の等式を得る。
次に⇐=を示すため、

√
n+1

2 ∆n ⊂ 1Qnと仮定しよう。このとき対応する二つの外
接球の半径は一致するが、さらに中心も一致する。(そうでなければ、(1)を示した議
論により、正則単体の重心が単体からはみ出て矛盾。)従って正則単体の頂点集合は
立方体の頂点集合に含まれる。立方体を 2Qn = [−1,1]nに取り直せば、

√
2(n+1)∆n

の n+1個の頂点 u,v, . . . ,w ∈ {±1}nは |u− v| =
√

2(n+1)つまり (1,u) · (1,v) = 0を
みたす。そこで (3)によりHn+1を定義すれば、それはアダマール行列である。 �

4. 強さ tの直交行列
n > 2のとき、n次アダマール行列が存在するなら nは 4の倍数である。アダマー

ル予想とは「nが 4の倍数なら n次アダマール行列が存在するだろう」というもので
未解決である。もし n+1次のアダマール行列があれば、 f (n)の最善の下界が得られ
る。(が、それが期待できるのは n ≡ 3 (mod 4)のときだけで、その場合でも実際に
アダマール行列を見つけるのは難しい。)そこで、アダマール行列のかわりとなる何
かよい性質を持つ行列を見つけて、 f (n)のよい下界を達成したい。
行列 A = (ai j)に対して、そのノルムを ‖A‖ = maxi j |ai j|と定める。Hがアダマー

ル行列なら 1√
nHは直交行列でそのノルムは 1√

n である。これをふまえて次の定義を
する。
定義 1. ある定数 c > 0に対して n次直交行列 Aが強さ cであるとは

‖A‖ ≤ 1
c
√

n
(4)

かつ
‖JnA‖ ≤ 1

c
, (5)

をみたすことである。ただし Jnは成分が全部 1の n次行列である。
次の事実は強さ cの行列から f (n)のよい下界が得られることを示している。

命題 3. 強さ cの n次直交行列 Aが存在すれば f (n) ≥ c
√

n/2である。

Proof. A = (ai j)の第 i行を pi = (ai1, . . . ,ain)とする。このとき |pi− p j|2 = |pi|2+ |p j|2−
2pi · p j = 2だから、n点 p1, . . . , pn ∈ Rnは

√
2∆n−1の頂点を与える。(4)より ‖pi‖ ≤

1/(c
√

n)なのでこれら n頂点は (2/(c
√

n))Qnに入る。
ここにもう一点を付け加えて

√
2∆n を作ろう。上の

√
2∆n−1 の重心は g = 1

n ∑ pi

で、pi · p j = δi jより |g|2 = g ·g = 1
n2 ∑ |pi|2 = 1

n . ここで pn+1 = (1−
√

n+1)gとおくと
|pi− pn+1|2 = |pi|2+ |pn+1|2−2pi · pn+1 = 1+(1−

√
n+1)2 1

n −2(1−
√

n+1)1
n = 2. 従っ

て p1, . . . , pn+1は
√

2∆nを作る。さらに ‖g‖ ≤ ‖JnA‖/nと (5)より ‖pn+1‖= (
√

n+1−
1)‖g‖ ≤ (

√
n+1−1)/(cn) ≤ 1

c
√

n . よって pn+1も (2/(c
√

n))Qnに入る。 �
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Hがn次アダマール行列のときA = 1√
nHは直交行列で‖A‖= 1√

nだから (4)を (c = 1
で)みたす。しかし ‖JnA‖ =

√
nだから (5)はみたさない。つまり強さ cの行列は (4)

の点でアダマール行列に似ているが、(5)の点でアダマール行列とはかけ離れている。

5. Aq (q:奇素数冪)の構成
qを奇素数冪とし、強さ c = 1−o(1)の q次直交行列Aqを構成しよう。q元体Fq =

{b0, . . . ,bq−1} (b0 = 0)上の指標 χ : Fq →{0,±1}を χ(0) = 0, xが平方数なら χ(x) = 1,
xが非平方数なら χ(x) =−1とし、q次行列B = (bi j)を bi j := χ(bi−b j)で定める。こ
のとき BBT = qIq − Jq, BJq = JqB = Oが成り立つ。(この証明、および Bから得られ
る Paley型のアダマール行列については [2]の 202–203ページを見よ。)最後に

Aq =
1
√

q

(
B+

1
√

q
Jq

)
とおく。これは直交行列で ‖Aq‖ ≤ 1√

q + 1
qと JqAq = Jqをみたすから強さ c = 1−o(1)

の行列である。
実は Aq = (ai j)は |ai j − 1/q| ≤ 1/

√
qをみたすので、これを (4)の代わりに用いる

ことで
√

q/2∆q ⊂ Qqがいえる。すなわちこの場合には定理より強く次が成り立つ。

命題 4. nが奇素数冪なら f (n) ≥
√

n/2.

6. Anの構成と問題点
q1, . . . ,qrを相異なる奇素数冪とし、n = q1 · · ·qrとおく。前節で構成した行列を用

いて An = Aq1 ⊗·· ·⊗Aqr と定める。これは強さ cの行列だろうか。Anは直交行列で

JnAn = (Jq1 ⊗·· ·⊗ Jqr)(Aq1 ⊗·· ·⊗Aqr) = (Jq1Aq1)⊗·· ·⊗ (JqrAqr) = Jn

より (5)を (0 < c ≤ 1で)みたす。そこで (4)を調べよう。Anの定義から

‖An‖ ≤
1√
n

r

∏
i=1

(
1+

1
√

qi

)
(6)

である。ここで
r

∏
i=1

(
1+

1
√

qi

)
≤ ∏

p|n
(1+

1
√

p

)
= ∑

d|n

1√
d

=: g(n), (7)

と評価できる。ただし 2番目の項の積は nを割るすべての素数 pをわたる。ここで n
が x未満の素数の積の場合は、g(n) ≥ ∑ 1√

p ≥ ∑ 1
p ≈ log logxだから g(n)を定数で押

さえることはできない。従って (cをどう選んでも) Anは一般には (4)をみたさない。
g(n)は定数で押さえられないのだが、g(n)の平均は定数で押さえられる。例えば、

N

∑
n=1

g(n) =
N

∑
n=1

∑
d|n

1√
d

=
N

∑
d=1

1√
d

⌊
N
d

⌋
≤ N

∞

∑
d=1

d−3/2 = Nζ3/2 < 2.62N.

このことを利用して、次節では強さ c = 1− o(1)の n次行列が (nが奇素数冪のとき
以外にも)十分豊富にあることを示そう。
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7. 補題 (初等整数論)

まず g(n) = ∑d|n
1√
n ≥ 1+ 1√

n > 1に注意しよう。もし奇数 nが g(n) < 1+δ をみた
せば前節の結果によりAnは強さ c = 1/(1+δ )の行列である。このような次元 nは次
の意味で十分豊富にある。

補題 5. 任意の ε,δ > 0に対してある n0が存在し、任意の n > n0について 2n = n1 +n2
なる奇数 n1,n2 で次の性質をもつものがある。各 i = 1,2に対して (1− ε)n ≤ ni ≤
(1+ ε)nかつ g(ni) < 1+δ .

Proof. ε,δ が与えられたとする。mを十分大きく (m > (16/δ )2でよい)とり
q = ∏

p≤m
p

をm以下の素数の積とする。n > n0 > qとなるように nを十分大きくとる。(後でわ
かるように n0 = (12q/(εδ ))2 > q/εでよい。)

qと互いに素な自然数たちの上で g(n)の平均をとることを考えよう。(そこでの平
均が 1+o(1)となることをみる。)そのために (q,r) = 1なる rをとり

Ir = { j ∈ [(1− ε)n,(1+ ε)n] : j ≡ r (mod q)}
とおく。このとき

∑
j∈Ir

(g( j)−1) = ∑
d>1

1√
d

Nd

である。ただしNdは Irにおける dの倍数の個数である。(d,q) > 1ならNd = 0であ
る。(d,q) = 1なら Irにおける dの倍数は公差 qdの等差数列をなすから、

Nd ≤ 2εn
qd

+1.

さらに d ≥ 2nなら Nd = 0である。
d > 1かつ (d,q) = 1のとき、qの選び方から d > mであり、従って

∑
j∈Ir

(g( j)−1) ≤ ∑
m<d<2n

1√
d

(
2εn
qd

+1
)

.

右辺を評価するのに

∑
d>m

1
d
√

d
<

∫ ∞

m

dx
x
√

x
= 2/

√
m, ∑

d<2n

1√
d

<
∫ 2n

0

dx√
x

= 2
√

2n < 3
√

n

を用いると

∑
j∈Ir

(g( j)−1) <
4εn

q
√

m
+3

√
n. (8)

さて rを以下のように定める。m以下の各素数 pに対して、もし 2n 6≡ 1 (mod p)
なら r ≡ 1 (mod p);もし 2n ≡ 1 (mod p)なら r ≡ 2 (mod p)とし、このようにして
できた連立一次合同式の解を rとする。このとき rも r′ = 2n− rも qと互いに素とな
る。(8)を rと r′に適用して足し合わせると

∑
j∈Ir

(
(g( j)−1)+(g(2n− j)−1)

)
<

8εn
q
√

m
+6

√
n.
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n > q/εより、上式左辺の項の数は≥ 2εn/q−1 > εn/qである。従って jをうまく選
んで次式が成り立つとしてよい。

(g( j)−1)+(g(2n− j)−1) <
8√
m

+
6q

ε
√

n
.

n1 = j,n2 = 2n− jとおくと、これらは qと互いに素だから奇数である。あとは、上
式右辺が< δ ならおわり。これを達成するには右辺の各項が< δ/2ならよい。その
ためにまずmを選ぶが、8/

√
m < δ/2となるように、つまりm > (16/δ )2と選ぶ。こ

れから qが決まり、最後に nを十分大きく、つまり 6q/(ε
√

n) < δ/2となるように選
ぶ。結局 n > (12q/(εδ ))2としておけばよい。 �

8. 補題 (初等幾何)

補題 6. 実数 ` > 0と正整数 s, tが `2 ≤ s ≤ tをみたすとする。このとき `∆s ⊂ Qsかつ
`∆t ⊂ Qt ならば `∆s+t+1 ⊂ Qs+t+1である。

Proof. Qs内の `∆sの頂点を p0, p1, . . . , psとし、Qt内の `∆tの頂点を q0,q1, . . . ,qtとす
る。この二つの単体を重心が原点になるように配置すると、(2)より原点から piまで
の距離は `

√
s/(2s+2)である。これから頂点 u0, . . . ,us,v0, . . . ,vt をもつ `∆s+t+1を構

成しよう。各 0 ≤ i ≤ sおよび 0 ≤ j ≤ tに対して ui, v jを次のように定める。
ui = (pi,0t ,x) ∈ Rs ×Rt ×R, v j = (0s,q j,0) ∈ Rs ×Rt ×R.

次に x > 0を |ui − v j| = `がすべての i, jで成り立つように選ぶ。そのため

|ui − v j|2 =
s

2s+2
`2 +

t
2t +2

`2 + x2 = `2

を解いて、x = `( 1
2s+2 + 1

2t+2)1/2 < `/
√

s+1 < 1. このとき

ui,v j ∈ Qs ×Qt × [0,1] = Qs+t+1

がすべての i, jについて成り立っている。すなわち `∆s+t+1 ⊂ Qs+t+1である。 �

9. 定理の証明
ε0 > 0が与えられたとする。ε = ε0/2とおいて δ > 0を

1− ε =
√

1− ε/(1+δ ). (9)

となるように選ぶ。この εと δ を補題 5に与えて以下の性質をもつ k0 = k0(ε,δ ) > 0
を得る。すなわち、任意の k > k0に対して 2k = k1 +k2なる k1,k2でさらに i = 1,2に
ついて ki ≥ (1− ε)kと g(ki) < 1+δ が成り立つ。最後に N0 ≥ 2k0を

(1− ε)
√

n−1 > (1− ε0)
√

n (10)

が任意の n > N0について成り立つように選ぶ。
さて n > N0が与えられたとしよう。まず nを奇数とし n = 2k + 1とおく。補題 5

から 2k = k1 + k2と分割できる。さらに c = 1/(1 + δ )として補題 3を適用すると、
i = 1,2に対し

f (ki) ≥
√

ki/2
1+δ

=: `i
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すなわち `i∆ki ⊂ Qki である。また

`i >

√
(1− ε)k

(1+δ )
√

2
(9)
=

(1− ε)
√

k√
2

=
1− ε

2

√
n−1

(10)
>

1− ε0

2
√

n.

補題 6を s = k1, t = k2, ` = 1−ε0
2

√
nに対して適用することで `∆n ⊂ Qnを得る。

次に nを偶数とし n = 2kとかく。補題 5から 2k = k1 + k2とできて、さらに

‖Aki‖
(6)(7)
≤ g(ki)√

ki
<

1+δ√
(1− ε)k

(9)
=

√
2

(1− ε)
√

n
<

√
2

(1− ε0)
√

n
=:

1
c
√

n
.

n次直交行列Cを
C =

(
Ak1 0
0 Ak2

)
.

と定義する。このとき‖C‖≤max‖Aki‖< 1/(c
√

n)かつ‖JnC‖= max‖JkiAki‖= 1. 従っ
て命題 3から (c

√
n/2)∆n = (1−ε0

2
√

n)∆n ⊂ Qn. これで証明はおわり。
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